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МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ 

УДК 517.925.42

ПОСТРОЕНИЕ КВАДРАТИЧНЫХ СИСТЕМ С ПРЕДЕЛЬНЫМИ 
ЦИКЛАМИ «НОРМАЛЬНОГО РАЗМЕРА» В КОНФИГУРАЦИЯХ 

(2,1) И (3,1) 

И. Н. Сидоренко
кандидат физико-математических наук, доцент кафедры программного обеспе-
чения информационных технологий
Могилевский государственный университет имени А. А. Кулешова

В статье рассматривается конструктивный подход к построению квадратичных 
систем дифференциальных уравнений, обладающих распределениями предельных циклов 
типов (2,1) и (3,1). Предложенный метод основан на использовании прогнозной функции 
Андронова–Хопфа и анализе кривых двукратных предельных циклов в пространстве па-
раметров системы. Полученные системы демонстрируют существование предельных ци-
клов «нормального размера». Для строгого обоснования точного числа предельных циклов 
применяется метод функций Дюлака-Черкаса. В работе приведены конкретные примеры 
квадратичных систем с различными конфигурациями особых точек, иллюстрирующие эф-
фективность предложенного алгоритма.

Ключевые слова: квадратичные системы, предельные циклы «нормального размера», 
бифуркация Хопфа, функция Дюлака-Черкаса, система прогноза.

© Сидоренко И. Н., 2026

Введение 
Исследование предельных циклов автономных систем дифференциальных 

уравнений второго порядка остаѐтся одной из центральных задач качественной 
теории динамических систем. Особый интерес в этом контексте представляют 
квадратичные системы на плоскости, которые, с одной стороны, обладают срав-
нительно простой аналитической структурой, а с другой – демонстрируют бога-
тое бифуркационное поведение. Вопрос о возможном числе и конфигурации 
предельных циклов таких систем тесно связан с классической проблемой Гиль-
берта и до настоящего времени далѐк от окончательного разрешения. 

Как следует из известных результатов, квадратичные системы могут иметь 
предельные циклы лишь вокруг особых точек фокусного типа, причѐм число та-
ких фокусов в конечной части фазовой плоскости не превышает двух. Это суще-
ственно ограничивает возможные распределения предельных циклов и приводит 
к конечному списку допустимых конфигураций. К настоящему времени построе-
ны примеры систем, реализующих распределения вида  1 2, ,n n n , где 

1 2 0n n  , включая случаи максимальных значений n. Однако большинство 
известных конструкций характеризуются наличием малоамплитудных предель-
ных циклов, что затрудняет их как геометрическую интерпретацию, так и приме-
нение численных и конструктивных методов анализа. 

В ряде предыдущих работ [1, 2, 3] были предложены методы построения 
квадратичных и систем Льенара с предельными циклами так называемого «нор-
мального размера» [4], то есть достаточно крупными и хорошо разделѐнными на 
фазовой плоскости. 

Целью настоящей работы является распространение разработанных ранее 
методов прогноза и построения систем с заданным распределением предельных 
циклов для систем Льенара для построения квадратичных систем дифференци-
альных уравнений с распределениями предельных циклов типов (2,1) и (3,1), об-
ладающих циклами «нормального размера». Основу предлагаемого подхода со-
ставляет использование прогнозной функции Андронова–Хопфа в сочетании с 
анализом кривых двукратных предельных циклов в пространстве параметров. 
Такой метод позволяет не только предсказать существование нескольких циклов, 
но и обеспечить их надѐжное разделение на фазовой плоскости. 

Для строгого обоснования точного числа предельных циклов в построенных 
системах применяется метод функций Дюлака–Черкаса. Особое внимание уделя-
ется выбору минимальной степени функции Дюлака, достаточной для анализа 
всей области существования циклов, что существенно повышает вычислитель-
ную эффективность метода. 

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ [1] 
В статье рассматривается каноническое семейство квадратичных систем 

дифференциальных уравнений 

2 2
00 10 01 11 201 ,

dx dy
xy a a x a y a xy a x ay

dt dt
        ,                 (1) 

при выполнении условий: 

00 01 11 10 20a a a a a a     , 

01 10 202 2 0L a a a a     ,  
2

11 01 2 1 4 0a a a L     ,            (2) 

    2
10 20 0 01 0 0 01 1a a x a x a x x      , 0 0x  . 

При указанных ограничениях система (1) имеет фокус А (1, –1) и особую 
точку B(x0, –1/x0). Кроме того, в конечной части фазовой плоскости могут суще-
ствовать ещѐ две особые точки, абсциссы которых определяются уравнением 
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В ряде предыдущих работ [1, 2, 3] были предложены методы построения 
квадратичных систем и систем Льенара с предельными циклами так называемого 
«нормального размера» [4], то есть достаточно крупными и хорошо разделѐнны-
ми на фазовой плоскости. 

Целью настоящей работы является распространение разработанных ранее 
методов прогноза и построения систем с заданным распределением предельных 
циклов для систем Льенара для построения квадратичных систем дифференци-
альных уравнений с распределениями предельных циклов типов (2,1) и (3,1), об-
ладающих циклами «нормального размера». Основу предлагаемого подхода со-
ставляет использование прогнозной функции Андронова–Хопфа в сочетании с 
анализом кривых двукратных предельных циклов в пространстве параметров. 
Такой метод позволяет не только предсказать существование нескольких циклов, 
но и обеспечить их надѐжное разделение на фазовой плоскости. 

Для строгого обоснования точного числа предельных циклов в построенных 
системах применяется метод функций Дюлака–Черкаса. Особое внимание уделя-
ется выбору минимальной степени функции Дюлака, достаточной для анализа 
всей области существования циклов, что существенно повышает вычислитель-
ную эффективность метода. 

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ [1] 
В статье рассматривается каноническое семейство квадратичных систем 

дифференциальных уравнений 

2 2
00 10 01 11 201 ,

dx dy
xy a a x a y a xy a x ay

dt dt
        ,                 (1) 

при выполнении условий: 

00 01 11 10 20a a a a a a     , 

01 10 202 2 0L a a a a     ,  
2

11 01 2 1 4 0a a a L     ,            (2) 

    2
10 20 0 01 0 0 01 1a a x a x a x x      , 0 0x  . 

При указанных ограничениях система (1) имеет фокус А (1, –1) и особую 
точку B(x0, –1/x0). Кроме того, в конечной части фазовой плоскости могут суще-
ствовать ещѐ две особые точки, абсциссы которых определяются уравнением 

 02 01
2

20 0 20 0 20 0

1
0

а ха а
х х

a x a x a x

 
    
 

, 

при условии, что его решения отличны от 1 и х0 и 

  2 3
01 0 0 20 01 4 0u a x a x aa x      . 

В зависимости от значений параметров система может обладать различным 
числом конечных и бесконечно удалѐнных особых точек. В частности, при  

0 < a < 1 и и < 0 
в бесконечности реализуется простое седло в направлении оси Оу, тогда как 

при других значениях параметра а соответствующая особая точка имеет узловой 
характер. Тип системы (1) будем классифицировать по совокупности конечных и 
бесконечных особых точек. Например, система 2 1F S  имеет в конечной ча-
сти плоскости два узла и седло на бесконечности. 

Согласно известным результатам качественной теории квадратичных систем 
[3], предельные циклы могут окружать только особые точки фокусного типа, 
причѐм каждая такая система допускает не более двух фокусов в конечной части 
плоскости. Это обстоятельство приводит к ограниченному набору возможных 
распределений предельных циклов, среди которых в настоящее время реализова-
ны конфигурации: 
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в бесконечности реализуется простое седло в направлении оси Оу, тогда как при 
других значениях параметра а соответствующая особая точка имеет узловой ха-
рактер. Тип системы (1) будем классифицировать по совокупности конечных и 
бесконечных особых точек. Например, система 2 1F S  имеет в конечной ча-
сти плоскости два узла и седло на бесконечности. 

Согласно известным результатам качественной теории квадратичных                  
систем [3], предельные циклы могут окружать только особые точки фокусного 
типа, причѐм каждая такая система допускает не более двух фокусов в конечной 
части плоскости. Это обстоятельство приводит к ограниченному набору возмож-
ных распределений предельных циклов, среди которых в настоящее время реали-
зованы конфигурации: 

(a) 1, (1,0); (b) 2, (2,0); (c) 3, (3,0); (d) (1,1); (e) (2,1); (f) (3,1).               (3) 
При этом примеры с наибольшим числом циклов, как правило, соответству-

ют случаям с малоамплитудными предельными циклами. 
В настоящей работе основной интерес представляет получение систем с 

распределениями (2,1) и (3, 1), для которых предельные циклы имеют нормаль-
ный масштаб. Для этого удобно воспользоваться преобразованиями, сохраняю-
щими число и взаимное расположение циклов в рассматриваемой области фазо-
вой плоскости. В частности, сжатие по оси Oy вида Y y  позволяет 
нормировать вертикальный размер циклов, не нарушая их топологической 
структуры. Соответствующая система (1) при данном преобразовании примет 
вид 

 

           2 2 2 2
20 10 11 01

,

1 1

dx
xY

dt
dY

a x a x a xY a Y a Y
dt



    

 

         
  

(4) 

 

После последовательных замен переменных 1x x , (1 )aY x y x   и 
масштабирования времени система (4) приводится к системе Льенара, которая 
после замены x на х, y  на y имеет вид 

   ,dx dyy F x g x
dt dt

    ,                                         (5) 

где    2 2 3
4

ag x P x x  ,     2
2

af x P x x   0x  , 

    2 3 4
4 20 10 00 11 01P x a a x a a x a x ax      ,     2

2 11 01 2 1P x a a x a x    , 

         2 1
4 4

1

1
x

aG x g t dt P x x P   ,    
1

x

F x f t dt      1
2 2 1aP x x P  . 

При этом особая точка  1, 1A   системы (1) переходит в особую точку 

 0 1, 0A  системы (5). При исследовании предельных циклов системы (1), окру-

жающих эту особую току, достаточно ограничиться полуплоскостью х > 0, по-
скольку прямая х = 0 является трансверсалью векторного поля системы и не пе-
ресекается замкнутыми кривыми.  

СИСТЕМЫ ТИПА 2F+1S∞ 

Рассматриваются системы (1) типа 2F+1S∞. Для того чтобы особая точка 

0
0

1,B x x
  
 

 была фокусом, необходимо и достаточно, чтобы 0 0x  х0 < 0. 

Таким образом, изучение предельных циклов системы (1), вокруг особой точки 

.
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При этом особая точка  1, 1A   системы (1) переходит в особую точку 

 0 1, 0A  системы (5). При исследовании предельных циклов системы (1), окру-

жающих эту особую точку, достаточно ограничиться полуплоскостью х > 0, по-
скольку прямая х = 0 является трансверсалью векторного поля системы и не пе-
ресекается замкнутыми кривыми.  

СИСТЕМЫ ТИПА 2F+1S∞ 

Рассматриваются системы (1) типа 2F+1S∞. Для того чтобы особая точка 

0
0

1,B x x
  
 

 была фокусом, необходимо и достаточно, чтобы 0 0x  х0 < 0. 

Таким образом, изучение предельных циклов системы (1), вокруг особой точки 
А(1,–1) сводится к изучению предельных циклов системы Льенара (5) вокруг 
особой точки А0(1,0) в полуплоскости x > 0.  

Для систем рассматриваемого класса существенную роль играет параметр 

11a , который при фиксированных остальных коэффициентах осуществяет 
вращение векторного поля. Это позволяет ввести прогнозную функцию 
Андронова-Хопфа  11a AH p   [5], связывающую значение параметра 11a  с 

координатой  , 0  точки пересечения соотвествующего предельного цикла с 

осью O x .  

Прогнозная функция определяется на некотором интервале  1 2,  , где 1 , 

2  – абсциссы ближайших к 1   особых точек системы (5), 1 20 1    . 

Если особой точки слева от 1  , 0   нет, то полагаем 1 0  , если ее нет 

справа от 1  , то полагаем 2   . Прогнозная функция Андронова-Хопфа 

а11=АНр( ) во многих случаях дает неплохое приближение функции а11=АН( ) 
и определяется системой уравнений 

4 4
2

0 2

0, 0k k
k k

k k

AG A AF B  

 

     ,                    (6) 

где        2 2 2 1
0 20 1 101 2 2 , 1 2 1a aA a z a A a z a       , 

         2 2 1
2 01 10 20 3 011 2 , 1 2 1a aA a a a a z a A a z a         , 

         2 1
4 2 111 2 1 , 1 1a aA a z a B a z a      , 

 3 01 1aB a z a  ,      1
4 2 1 1 1aB a z a     , 

1 2 1 2, , 1, 1 , 1az v z z               . 

Из рассмотрения исключаются параметра 0, 1 2 , 1a    , при которых 
формулы (6) теряют смысл. 

В пространстве параметров  01 11,a a  прогнозная функция позволяет 

построить кривую двукратных предельных циклов, соотвествующую значениям 
параметром, при которых происходит слияение двух циклов в двукратный. 

                2 3 2
4 20, ,a af g f g g P f P              .

 (7) 
Анализ взаимного расположения этой кривой и прямой негрубых фокусов 

позволяет выделить области существования двух или трѐх предельных циклов, 
что соответсвует количествам нулей прогнозной функции Андронова-Хопфа. 
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В пространстве параметров  01 11,a a  прогнозная функция позволяет 

построить кривую двукратных предельных циклов, соотвествующую значениям 
параметров, при которых происходит слияение двух циклов в двукратный. 

                2 3 2
4 20, ,a af g f g g P f P              .

 (7) 
Анализ взаимного расположения этой кривой и прямой негрубых фокусов 

позволяет выделить области существования двух или трѐх предельных циклов, 
что соответсвует количествам нулей прогнозной функции Андронова-Хопфа. 

 
Алгоритм 1 (Построения квадратичных систем (2) с тремя предельны-

ми циклами, окружающими фокус А (1, – 1)):  
1) по заданной конфигурации особых точек выбираем такие значения пара-

метров а20, а, х0, которые обеспечивают существование прогнозной области с 
тремя предельными циклами;  

2) строим прогнозную функцию Андронова-Хопфа  0
11 01,a AH a , кото-

рая определяется системой уравнений 

        

   

   

4

0

4
2

2

2 3
4

2
2

0,

0,

0,

,

,

k
k

k

k
k

k

a

a

AG A

AF B

f g f g

g P

f P





   

  

  











 

 

 









                           (8) 

где        2 2 2 1
0 20 1 101 2 2 , 1 2 1a aA a z a A a z a       , 

         2 2 1
2 01 10 20 3 011 2 , 1 2 1a aA a a a a z a A a z a         , 

         2 1
4 2 111 2 1 , 1 1a aA a z a B a z a      , 

 3 01 1aB a z a  ,      1
4 2 1 1 1aB a z a     , 

1 2 1 2, , 1, 1 , 1az v z z               . 

3) определяем параметры 0 0
01 11,a a , для которых прогнозная функция 

 11a AH p   имеет три (или два) нуля, что соответствует количеству 

предельных циклов в системе (1), окружающих особую точку  1, 1А  ;  

4) проверяем справедливость прогноза. 
Замечание: Прогнозная область с тремя предельными циклами существует 

не для всех значений параметров а, а20, х0. 
Известно [3], что система (1) типа 2 1F S  может иметь трехкратный фо-

кус А лишь при 1 3 1a  . Итак, выбирая значения а из указанного интервала и 
находя описанным выше алгоритмом систему (1) мы найдем систему с тремя 
циклами вокруг фокуса А(1, –1), для проверки существования хотя бы одного 
предельного цикла вокруг фокуса  0 0, 1B x x  достаточно проверить устойчи-

вость этой особой точки, если фокус устойчив и траектории системы (1) пересе-
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Известно [3], что система (1) типа 2 1F S  может иметь трехкратный фо-

кус А лишь при 1 3 1a  . Итак, выбирая значения а из указанного интервала и 
находя описанным выше алгоритмом систему (1), мы найдем систему с тремя 
циклами вокруг фокуса А(1, –1), для проверки существования хотя бы одного 
предельного цикла вокруг фокуса  0 0, 1B x x  достаточно проверить устойчи-

вость этой особой точки, если фокус устойчив и траектории системы (1) пересе-
кают трансверсаль х = 0 при увеличении t, выходя из области х < 0, заключаем, 
что система (2) имеет, по крайней мере, один предельный цикл вокруг фокуса В. 

Для нахождения квадратичных систем (1) с распределением (2,1) предель-
ных циклов поступаем как и в случае распределения (3,1), только необходимо 
искать область с двумя предельными циклами. Эту область можно найти двумя 
способами. Первый опирается на тот факт, что область с двумя предельными 
циклами является смежной к области с тремя предельными циклами. Второй 
способ заключается в том, что область с тремя предельными циклами существует 
не при всех значениях параметров, выбирая параметры таким образом, чтобы у 
кривой двукратных предельных циклов не существовала точки возврата. Тогда 
искомая область с двумя предельными циклами расположена между кривой дву-
кратных предельных циклов и прямой негрубости фокуса А (1, –1). 

Рассмотрим систему (1) с конфигурацией 2 1F S  особых точек, имею-
щую три предельных цикла вокруг фокуса А (1, – 1). Так как она имеет един-
ственную особую точку в бесконечности – седло в направлении оси Оу, то вы-
полнены условия 0 < a < 1, a20 < 0. Из анализа фокусных величин негрубого фо-
куса А (1, – 1) [2] следует, что система (1) при выполнении указанных условий 
может иметь трехкратный фокус лишь при 1/3 < a < 1 (как показывает практика 
9/23 < a < 1). Исследования [1, 3, 5] показали, что точка возврата прогнозной 
кривой двукратных предельных циклов, соответствующая трехкратному пре-
дельному циклу, зависит также и от параметров а20, х0. Так, например, при                     
х0 = – 1 для любого значения а существует некоторое значение параметра а20

0, 
такое, что при всех а20 < а20

0 у прогнозной кривой двукратных предельных цик-
лов не существует точки возврата, т. е. при таких значениях параметров а, х0, а20 
не существует области с тремя предельными циклами.  

Отметим также, что при больших по модулю отрицательных значениях а20 
предельные циклы системы приобретают форму правильных окружностей, в то 
время как при меньших по модулю отрицательных значениях параметра а20 они 
всѐ более напоминают релаксационные циклы (вытянутые по горизонтали и при-
плюснутые по вертикали). 

 
ПРИМЕРЫ КВАДРАТИЧНЫХ СИСТЕМ С РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ (3,1) 

ПРЕДЕЛЬНЫХ ЦИКЛОВ 
Воспользуемся алгоритмом 1 и построим квадратичные системы (1). 
Пример 1. Выберем а = 18/23, х0 = –4. Выберем а20 = –40, далее поступая по 

описанному выше алгоритму 1, строим область трех предельных циклов (рису-
нок 1). 
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Пример 1. Выберем а = 18/23, х0 = –4. Выберем а20 = –40, далее поступая по 
описанному выше алгоритму 1, строим область трех предельных циклов (рису-
нок 1). 

 
Рисунок 1 – Прогнозная область с тремя предельными циклами 

 
Далее выбираем значения параметров а01, а11, таким образом, чтобы про-

гнозная функция Андронова-Хопфа (рисунок 2) имела три ноля. В нашем  случае 
можно взять а01 = 0.835, а11 = 1.73005. 

 
Рисунок 2 – Прогнозная функция Андронова-Хопфа 

 
Учитывая, что фокус В (–3, 1/3) системы (1) с выбранными параметрами 

устойчив, а ее траектории пересекают трансверсаль х = 0 при увеличении t, вы-
ходя из области х < 0, заключаем, что система (1) имеет по крайней мере один 
предельный цикл вокруг фокуса В. Итак, система (3.1) при а = 18/23, а20 = – 40, х0 
= –4, а01 = 0.835, а11 = 1.73005 имеет по крайней мере три предельных цикла во-
круг фокуса А (1, –1) и один – вокруг фокуса В (–3, 1/3). 

Для обоснования точности полученной оценки построим для данной систе-
мы функцию Дюлака-Черкаса. 

Теорема Ошибка! Текст указанного стиля в документе отсутствует..1. Си-
стема (1) при а = 18/23, а20 = –40, х0 = –4, а01 = 0.835, а11 = 1.73005 имеет три 
предельных цикла вокруг фокуса А (1,–1) и один – вокруг фокуса В (–3, 1/3). 

Доказательство. Обоснование теоремы проведем при помощи построения 
функции Дюлака, для этого перейдем от системы (1) с заданными значениями 
параметров к системе Льенара (5), чтобы нормировать предельные циклы по их 

длине вдоль оси Оу, введем замену y = Yw, выбрав  20 01 1w a x  , получим 

0.830 0.835 0.840 0.845 0.850

1.715

1.720

1.725

1.730

1.735

1.740

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.7305

1.7310

1.7315

1.7320
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Теорема 1. Система (1) при а = 18/23, а20 = –40, х0 = –4, а01 = 
0.835, а11 = 1.73005 имеет три предельных цикла вокруг фокуса А (1,–
1) и один – вокруг фокуса В (–3, 1/3). 

Доказательство. Обоснование теоремы проведем при помощи построения 
функции Дюлака, для этого перейдем от системы (1) с заданными значениями 
параметров к системе Льенара (5), чтобы нормировать предельные циклы по их 

длине вдоль оси Оу, введем замену y = Yw, выбрав  20 01 1w a x  , получим 

 
15 23 38 / 23 61 / 23

31 24 8 23

1 41393677 31042073 367 19

4 82800000 41400000 400000 18400
g

  


 
      , 

  27 / 23 4 / 23 19 / 23191837 367 61

2000000 2 1000 2 460 2
f        . 

На отрезке  0.1; 2.5I    при k = -3.5, n=12 ищем функцию  , C . 

Она может иметь острый экстремум на отрезке  1.95, 2.05 . Чтобы избежать 

отрицательных значений функции на этом отрезке, необходимо выбрать на нем 
более частую сетку. Выберем на каждом из промежутков [0.1; 1.95], [1.95; 2.05], 
[2.05;2.5] равномерную сетку, разбив их соответственно на 500, 300 и 300 равных 
частей. 

На полученной сетке узлов i I  , 1, 1101i   ищем решение задачи опти-

мизации для функции    4 71 / 23, 10 ,C C      

  , , max, 1, 1, 1101, 1, 12i jC L L C i j              (9) 

Решение задачи (9)  * *,C L  существует, при этом *L  0.00011 > 0. Теперь 

легко проверить, что функция  *, C  положительна при 0   (рисунок 3), а 

уравнение  *, , 0Y C   определяет в этой области три овала (рисунок 4).  

 
 

Рисунок 3 – Вид функции Ф(ξ,C)    Рисунок 4 – Вид функции Ψ(ξ,Y,C) 
 
Отсюда из теоремы Дюлака-Черкаса [3] следует, что соответствующая си-

стема (5), а значит и (1), имеет точно три предельных цикла в полуплоскости 
0  . 
Для доказательства единственности предельного цикла системы (1) вокруг 

фокуса В0 (х0, –1/х0) преобразованием 0x x x , 0y y x   переводим его в точ-
ку А (1, – 1).  

В новой системе  
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Отсюда из теоремы Дюлака-Черкаса [3] следует, что соответствующая си-
стема (5), а значит и (1), имеет точно три предельных цикла в полуплоскости 

0  . 
Для доказательства единственности предельного цикла системы (1) вокруг 

фокуса В0 (х0, –1/х0) преобразованием 0x x x , 0y y x   переводим его в точ-
ку А (1, – 1).  

В новой системе  
(а10, а20, а01, а11, а) = (10798.35, –16200, 2.202, 17.27, 19/23 ). 
Для соответствующей системы (5) в области 0   ищем функцию 

 , ,Y C  при n = 4, k = –1 и функции    4 54 / 23, 10 ,C C     , решая 

задачу (9) на равномерной сетке  i I  , 1, 401i  . Найдя еѐ решение 
* *, 0.43 0C L    легко доказать положительность  *, C  при 0   и су-

ществование единственного овала уравнения. Это и доказывает единственность 
предельного цикла системы (1) вокруг фокуса В. 

 
Пример 2. Система (1) при а = 106/100, х0 = –3, а01 = 47/20, а11 = 96/125, а20 

= –335 имеет по крайней три предельных цикла вокруг фокуса А(1, –1) и один – 
вокруг фокуса В(–3, 1/3) (рисунок 5). 

 

 
а)  б) 

 
Рисунок 5 – a) Предельные циклы системы (1) пример 2 

б) функция Дюлака-Черкаса системы (1) пример 2 
 
Аналогичным образом строятся примеры квадратичных систем с распреде-

лением (2,1) предельных циклов и проводится обоснование точности полученной 
оценки. 

 
Пример 2. Система (1) при а = 10/23, х0 = –3, а01 = –3.6, а11 = 5.44, а20 = –15 

имеет по крайней мере два предельных цикла вокруг фокуса А(1, –1) и один – 
вокруг фокуса В(–3, 1/3). 

Пример 3. Система (1) при а = 19/23, х0 = –3, а01 = 0.72, а11 = 1.931, а20 = –
200 имеет по крайней мере два предельных цикла фокуса А(1, –1) и один – вокруг 
фокуса В(–3,1/3). И в тоже время, она в плоскости параметров а11, а01 имеет об-
ласть с тремя предельными циклами (см. пример 1). 
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Заключение
В настоящей работе предложен конструктивный алгоритм построения ква-

дратичных систем дифференциальных уравнений с заданными распределениями 
предельных циклов типа (2,1) и (3,1). В основе метода лежит совместное использо-
вание прогнозной функции Андронова-Хопфа и анализа кривых двукратных пре-
дельных циклов в пространстве параметров, что позволяет эффективно выявлять 
прогнозные области существования нескольких замкнутых траекторий. 

Ключевым преимуществом разработанного подхода является получение пре-
дельных циклов «нормального размера», в отличие от известных ранее примеров 
с малыми амплитудами.

Точность полученных оценок числа предельных циклов строго обоснована с 
помощью метода функций Дюлака-Черкаса. Особое внимание уделено выбору ми-
нимальной степени функции Дюлака-Черкаса, достаточной для анализа всей об-
ласти существования предельных циклов, что позволяет существенно сократить 
затраты при практической реализации метода.

Приведенные примеры демонстрируют универсальность предложенного под-
хода и возможность его применения для различных конфигураций особых точек. 
Разработанный алгоритм может быть использован при дальнейшем исследовании 
квадратичных систем и систем, приводимых к системам Льенара, а также при по-
строении моделей прикладного характера, в которых важна реализация устойчи-
вых автоколебаний заданной структуры.
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Sidorenko I. N. CONSTRUCTION OF QUADRATIC SYSTEMS WITH LIMIT 
CYCLES OF “NORMAL SIZE” IN (2,1) AND (3,1) CONFIGURATIONS

The paper develops a constructive method for generating quadratic systems of 
differential equations with limit cycle distributions of types (2,1) and (3,1). The approach 
is based on the use of the predictive Andronov-Hopf function together with an analysis 
of curves corresponding to double limit cycles in the parameter space. A distinctive 
feature of the obtained systems is the presence of limit cycles of normal size, which are 
sufficiently large and clearly separated on the phase plane, in contrast to previously 
known examples characterized by small amplitudes. The exact number of limit cycles 
is rigorously justified by means of the Dulac-Cherkas function method. Several explicit 
examples of quadratic systems with different configurations of singular points are 
presented.

Keywords: quadratic systems, limit cycles of «normal size», Hopf bifurcation, 
Liénard systems, prediction system.
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A modification of the Maxwell-Bloch system of equations is proposed for studying oscilla-
tions in the intensity of coherent radiation reflected from a low-dimensional array formed by a 
structure of relatively high-density resonant dipole centers. Modeling and qualitative analysis of 
the proposed system of kinetic equations showed that variations in the phase relationship of the 
light field and the resonant polarization of the array cause internal instability of the physical en-
ergy exchange system, manifested in a pronounced oscillatory structure of the reflected radiation. 
The modeling utilized the material properties of semiconductor quantum dots. 

Keywords: quantum-dimensional structures, dipole-dipole interaction, resonant reflection, 
optical bistability, self-pulsation of radiation.

Introduction
Optical structures made of extremely thin layers based on media with a nonlinear 

response in the frequency domain of optical resonance represent an example of the sim-
plest physical system that can be modeled for studying the dynamics of energy exchange 
between the electromagnetic field of light and layers of active material. Models of their 
interaction are used to study optical bistability and self-pulsations of light, the generation 
and transformation of the structure of coherent radiation, and even the emergence of dy-
namic chaos in it [1–5]. Practical interest in such objects is stimulated by the possibilities 
of their application in compact optoelectronic devices, including the development of ma-
terials capable of effectively changing the phase characteristics and direction of reflected 
light fluxes (thin layers with the properties of metasurfaces) [3-6].
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The amplification or generation of light upon reflection by an inversion layer or a 
low-dimensional array of resonant centers (RCs) with a population inversion remains a 
pressing problem, although researchers have addressed it at various times [7, 8]. It was 
predicted, in particular, that upon total reflection from an inverted medium, the reflect-
ed light flux could be amplified. The possibility of its amplitude modulation due to the 
nonlinearity accompanying such interaction of the light field with the active medium 
was not considered; it was rightly believed that the known nonlinearity of the medium's 
response, caused by the thermal action of radiation, is characterized by high inertia. 
Artificial electromagnetic composite media with optical properties absent in the origi-
nal natural materials of which they are composed are currently being intensively devel-
oped. These initially non-obvious optical properties are due to the subwavelength size 
of the elementary dipole emitter during their dense packing in the medium and the res-
onant nature of their response to an external light field. The nonlinearity of the medi-
um's response, which manifests itself at the resonance frequency, is particularly signifi-
cant in semiconductor structures with quantum-dimensional effects, which have been 
intensively studied in recent years [9, 10]. These structures are classified among the 
above-mentioned composite materials with a high density of active centers. In the exci-
ton region of the spectrum, the probability of induced transitions and a resonant re-
sponse to a coherent light field is particularly high there [11] – so much so that these 
materials are usually cited as an example of dense resonant media with their inherent, 
virtually inertialess property of phase nonlinearity, which is expressed in the frequency 
drift of the resonant spectral line, caused by the mutual influence of the near fields of 
the dipoles [12]. The dense packing of dipole quantum dots, which are considered as 
RCs, in the matrix of an optical material makes it impossible to directly use mathemat-
ical approaches developed for calculating the linear effects of emission or multiple 
scattering of classical wave fields. 

Meanwhile, the problem of light amplification with transformation of the tem-
poral structure upon its reflection by an inverse medium can be solved by applying the 
concept of a near-surface layer with resonant polarization. In the case of such a low-
dimensional layer, the polarization components of the light field are significant in the 
radiation reflected and acting within the layer on the inverted ensemble of atomic di-
poles. The nonlinear components are caused by the so-called superradiant components 
of the medium's response to resonant radiation, calculated within the framework of 
quantum-mechanical equations of a two-level density matrix [13]. These components 
take into account the gain saturation and the phase nonlinearity of the array response, 
stimulated by a high concentration of active dipole centers, typical of dense media [14–
16]. The action of both factors of the response nonlinearity can cause temporary insta-
bility of the initially continuous pump radiation amplified upon resonant reflection by 
the array and can be the cause of its modulation. 

In this paper, we analyze the dynamic consequences of the near-field effect on the 
polarizability of active centers, resulting from the shift in the spectral gain line for res-
onant reflection of an inverted low-dimensional array of RCs. Solving the problem of 
transforming the temporal structure and achieving self-oscillation of the reflected light 
field under these conditions is important for the development of compact optical devic-
es that generate coherent radiation. 

 
Basic Equations 

For the analysis of the dynamics of the plane-wave field in low-dimensional opti-
cal structures, the approximation of an ultrathin layer of resonant atoms with its inher-
ent assumption of a longitudinally uniform field is convenient and acceptable [17]. The 
relationship between the fields is presented in the form of algebraic relations following 
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transforming the temporal structure and achieving self-oscillation of the reflected light 
field under these conditions is important for the development of compact optical devic-
es that generate coherent radiation. 

 
Basic Equations 

For the analysis of the dynamics of the plane-wave field in low-dimensional opti-
cal structures, the approximation of an ultrathin layer of resonant atoms with its inher-
ent assumption of a longitudinally uniform field is convenient and acceptable [17]. The 
relationship between the fields is presented in the form of algebraic relations following 
from the electrodynamic conditions for Maxwell's equations. We consider an externally 
incident pump field wave with a stationary strength Ei(t) = E0, a transmitted wave of a 
complex longitudinally uniform field acting in the medium with strength E(t), and a 
reflected wave with strength Er(t). The dynamics of the acting and reflected fields are 
determined by non-stationary resonant variations in the nonlinear response of the RCs 
array medium interacting with the radiation. The material response, similar to the ap-
proach proposed in [18], is described in the present work by a variable gain n (propor-
tional to the inverse population) and a complex amplitude of the polarization probabil-
ity . The time evolution of the resonant components of the response is analyzed within 
the framework of the formalism of optical quantum Bloch equations for an ensemble of 
two-level dipole RCs with an average electric moment . Therefore, the calculation 
scheme forms a system of nonlinear differential equations, and in the case of a station-
ary (quasi-continuous) external field Ei(t) = E0, the system is autonomous. 

The proposed and further considered modification of the kinetic equations is justi-
fied, for example, in [15]. In the scheme given below, the quasi-stationary intensities of 
the light fields E and Er, as well as E0, in normalized time   =  t/T2 are scaled as di-
mensionless variables (for example, е = T2E/ћ, е0= T2Et0/ћ):   
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Here, 
R = Re, S = Im и n  are the resonant polarization and gain variables, 
Δ = (  0)Т2  is the linear detuning of the carrier frequency of the light field  

from the center of the spectral gain line 0, normalized by the linewidth, 
 is the normalizing coefficient in the local Lorentz correction to the effective 

field (mainly determined by the ratio of the wavelength and film thickness), 
 is the gain index of the inversion layer, maximum at a given pump level, 
r and t0 t0 are the Fresnel reflection and transmission coefficients of the array, 
12 = T1/T2 is the ratio of the longitudinal (T1) and transverse (T2) relaxation times 

of the transition, or, for semiconductor quantum dots (QDs), the interband and intra-
band relaxation times, respectively. 

System (1), in the uniform field approximation, characterizes the energy exchange 
between the input field and the quantum system forming the RCs array, taking into 
account the finiteness of the phase (transverse) relaxation time of the resonant polariza-
tion. The influence of excitation (pump current), which stimulates the inversion and 
determines its reversibility under the inevitable saturation during stimulated emission, 
is taken into account. Particularly characteristic is the consideration in scheme (1) of 
the dipole-dipole interaction inherent in dense resonant media, expressed by a local 
Lorentz correction to the field acting on the dipole active centers. The frequency detun-
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System (1), in the uniform field approximation, characterizes the energy exchange 
between the input field and the quantum system forming the RCs array, taking into 
account the finiteness of the phase (transverse) relaxation time of the resonant polariza-
tion. The influence of excitation (pump current), which stimulates the inversion and 
determines its reversibility under the inevitable saturation during stimulated emission, 
is taken into account. Particularly characteristic is the consideration in scheme (1) of 
the dipole-dipole interaction inherent in dense resonant media, expressed by a local 
Lorentz correction to the field acting on the dipole active centers. The frequency detun-
ing in the equation for polarization is expressed by the sum of the frequency defect  
and the Lorentz correction with the coefficient , the value of which can change as the 
inverse population saturates. For this reason, the nonlinear resonance detuning, which 
depends on the intensity of the radiation field, as a periodic violation of the resonant 
amplification condition, inevitably becomes a feedback factor in the generation circuit 
in the medium of the inverse array of RCs and can cause self-modulation dynamics of 
the process. 

In the context of studying the dynamics of the nonlinear response of the array, 
which generates time variations in the field acting on the active centers, based on sys-
tem (1), the problem of modeling the non-stationary interaction mode, which can lead 
to the occurrence of self-oscillations in the reflected radiation, is further solved. 

Properties of Stationary Solutions 
Nontrivial stationary solutions, determined from singular limits (1), depend non-

linearly on the amplitude е0 and characterize the equilibrium states of the model. For-
mulating conditions for their dynamic stability or instability means assessing the possi-
bility of oscillatory behavior of the reflected field in the physical situation where the 
external signal represents a rectangular field spike. It should also be assumed that the 
exposure time of such a light pulse with amplitude ei() = e0 should be comparable to 
or exceed the relaxation times T1 and T2. 

Following the above, stationary solutions (1) S, nS, corresponding to a certain 
level of continuous excitation e0, can be expressed from algebraic expressions: 
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   (2) 

Relations (2) represent a system of nonlinear algebraic equations for RS = Re S, 
SS = Im S  and  nS. The dependence of these quantities on the coefficients and parame-
ters of system (1) is relatively easily calculated using parametric calculations. When 
constructing nonlinear dependencies on the level of normalized intensity e0

2, the 
change in one of these variables, for example, nS, is conveniently specified as a varia-
ble decreasing linearly within the limits (, 0). 

To estimate the scale of the phenomena in the case of modeling based on the sys-
tem of equations (1), approximate values of the parameters of real QDs -based emitting 
devices were used, which were taken from the scientific literature for QDs arrays in 
InAs/(Al)GaAs circuits on GaAs substrates [10, 19, 20]. Thus, the QDs density was in 
the range of (1.0…3.0) 1011cm-2. The dipole moment of an elementary emitter was 
estimated based on the approximate QDs size of 2…5 nm. The intensity of external 
radiation could reach a value of approximately 2.5105 W/m2 at wavelengths from the 
range  ~ (1.25 … 1.3) 10-6 m; the linear detuning value   was chosen within the 
line width; interband and intraband relaxation times is T1  110-9 s, T2  110-12 s. 

Figure 1 shows the curves calculated parametrically based on relations (2), which 
characterize the change in the quantities S, nS for different parameters of the system 
(1) depending on the excitation level e0

2 – the normalized intensity of the external field. 
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the range of (1.0…3.0) 1011cm-2. The dipole moment of an elementary emitter was 
estimated based on the approximate QDs size of 2…5 nm. The intensity of external 
radiation could reach a value of approximately 2.5105 W/m2 at wavelengths from the 
range  ~ (1.25 … 1.3) 10-6 m; the linear detuning value   was chosen within the 
line width; interband and intraband relaxation times is T1  110-9 s, T2  110-12 s. 

Figure 1 shows the curves calculated parametrically based on relations (2), which 
characterize the change in the quantities S, nS for different parameters of the system 
(1) depending on the excitation level e0

2 – the normalized intensity of the external field. 
The particularly nonlinear nature of these dependencies is noted: within a certain range 
of variation of e0

2, ambiguity is observed in the functions nS(e0
2) and S(e0

2)2. In this 
case, we speak of bistability of states – the values of e0

2 from this range correspond to 
three values of the functions, two of which correspond to the realized equilibrium 
states of the model, that is, at the same excitation level, the existence of two different 
sets of stationary values of the variables is possible. 

Bistability is a special manifestation of the nonlinear relationship between varia-
bles and parameters. Nonlinearity is then caused by several interconnected physical 
mechanisms acting simultaneously. These mechanisms are capable of compensating or 
enhancing each other's role to varying degrees during the process, depending on the 
stage of the field-medium interaction and the combination of the nonlinear system's 
parameters. Bistability must manifest itself in the range of action of various factors 
altering the system's dynamics and under the condition of their different inertias. In this 
case, the change in gain occurs due to its saturation by the stimulated emission field 
and resonance detuning, which depends on the population difference, which decreases 
as saturation is approached. 

 

Figure 1 - Bistable dependences of stationary solutions of system (1) on the parameter 
of normalized intensity of external radiation; 

 = 1.02 (curve 1), 1.05 (2), 1.08 (3), 1.10 (4);  = 1.17,  = 1.0, 
12= 1.0103 

 

The transition from one set of stationary variable values to another occurs at the 
curve turning points. When the excitation level cyclically changes in the vicinity of 
these points, a hysteresis pattern appears in the dependence, with sharp jumps (usually 
referred to as "kinks") at these points. In the fragments of Figure 1, these transitions are 
indicated by vertical dotted lines only for curves 4. 

This hysteresis-like nature of the relationship between state characteristics and ex-
citation parameters suggests the possibility of abrupt state switches at the curve turning 
points. The dynamic model in this case is inherently unstable, with the potential for 
self-oscillations to develop at a constant excitation level. The calculation variants in 
Figure 1 demonstrate the criticality of the hysteresis loop width (the distance between 
turning points) relative to the maximum achievable gain level λ. Accordingly, at high 
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these points, a hysteresis pattern appears in the dependence, with sharp jumps (usually 
referred to as "kinks") at these points. In the fragments of Figure 1, these transitions are 
indicated by vertical dotted lines only for curves 4. 

This hysteresis-like nature of the relationship between state characteristics and ex-
citation parameters suggests the possibility of abrupt state switches at the curve turning 
points. The dynamic model in this case is inherently unstable, with the potential for 
self-oscillations to develop at a constant excitation level. The calculation variants in 
Figure 1 demonstrate the criticality of the hysteresis loop width (the distance between 
turning points) relative to the maximum achievable gain level λ. Accordingly, at high 
gain levels, the consequences of instability are expected to be more widespread, even 
leading to the transition of the oscillatory energy exchange scheme to self-oscillations 
of the variables. 

Assessment of the Dynamic Stability of the Equilibrium States of the Model 
A qualitative study of the stability of solutions (1) near equilibrium states (2) 

makes it possible to evaluate the nature of its stability, determine the region of instabil-
ity of solutions, and indicate the zone of parameters in which the process of transition 
to the equilibrium position takes the form of oscillations. The procedure for linearizing 
system (1) is reduced to replacing variables using their representation in the form: R( 
= RS + R(, S( = SS + S(, n( = nS + n(  under the assumption that the com-
ponents R(, S( and n(.are relatively small. When formulating the linearized 
analogue of (1), higher powers of small components or their products are neglected, 
writing the following system: 
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   (3) 

here X = (nS  1)2 + (  γnS)2. 
Of further interest are the solutions for the components R(, S( and n(, 

containing exp(χ) as the main part. The coefficient χ in the exponent of similar 
solutions of system (3) from a small neighborhood of stationary solutions (2) can be 
expressed as a real or complex value. In the latter case, the solutions will have not only 
an exponential but also an oscillatory nature. 

The characteristic equation for the coefficient χ formed on the basis of the adopted 
algorithm is an algebraic cubic equation: 
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        (4) 

here Y = 1 + 2+ (1  γ)nS. 
Solutions (3) that correspond to a specific range of values of its coefficients are 

considered special from the point of view of the correlation between the dynamic 
behavior of model (1) and the possible real time sweep of the radiation amplified by 
reflection. In this region, the characteristic equation (4), formulated on the basis of the 
linearized analogue of (3), can have one real and two complex roots (χ1 and χ2,3): 
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here Y = 1 + 2+ (1  γ)nS. 
Solutions (3) that correspond to a specific range of values of its coefficients are 

considered special from the point of view of the correlation between the dynamic 
behavior of model (1) and the possible real time sweep of the radiation amplified by 
reflection. In this region, the characteristic equation (4), formulated on the basis of the 
linearized analogue of (3), can have one real and two complex roots (χ1 and χ2,3): 
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Undamped periodic changes in the response variables R(), S() and, accordingly, 
the normalized intensity of the reflected light field I, are possible for combinations of 
coefficient (1) values such that the real part of the roots χ2,3 (3) is positive. The points 
corresponding to the equilibrium states (2) in the phase space of system (1) then take 
the form of an unstable focus. Solutions (1), "starting" from the vicinity of such points 
and depicted by curves in the phase space of system (1), are represented by "unfolding" 
cyclic trajectories that leave the vicinity of points (2). At the same time, due to the in-
evitable saturation of the inverse population (amplification n) by stimulated emission, 
the generation power must stabilize. The curves are localized in a closed space, and 
their projections onto coordinate planes in phase space form limit cycles over time. In 
the temporal aspect, this dynamics of variables (1) will correspond to their self-
oscillations arising spontaneously (at a constant level of stimulating factors - pumping 
and the amplitude of the excitation field strength ei) - only for certain combinations of 
the values of the material parameters of the inverted layer and the excitation character-
istics - the intensity e0

2 and the frequency detuning Δ. The conditions for the exist-
ence of complex roots of equation (4) with positive values of their real part, following 
expressions (5), are formulated by the following relationships:
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12
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3 3
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                                              (6) 

The second requirement in (6) is a positive value of the discriminant D. This is the 
condition for the existence of complex roots of equation (4) in the form of χ2,3  (5). 

Variants of parametric calculations based on relations (2), (5) of the typical de-
pendence of the real and imaginary parts of χ2,3, corresponding to the attenuation 
(buildup) and frequency of oscillatory solutions (3) on the level of normalized intensity 
e0

2 are presented in Figure 2. The instability region of solutions (3) on the scale of this 
parameter can be identified by the criterion Re χ2,3  > 0. The buildup of small oscilla-
tions then occurs as an exponential increase in their amplitude over time. The corre-
sponding exit of the phase curves from the vicinity of the singular points should occur 
at excitation intensity values located on the e0

2 scale up to the intersection with the hor-
izontal axis of the decreasing Re χ(e0

2) dependences (curve 1 in Fig. 2, a) or up to the 
"right turning points" of the bistable curves (curves 2 - 4 in Fig. 2, a). The positions of 
these points on the e0

2 scale are indicated in the figures by vertical dotted lines; the exit 
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 (buildup) and frequency of oscillatory solutions (3) on the level of normalized intensi-
ty e0

2 are presented in Figure 2. The instability region of solutions (3) on the scale of 
this parameter can be identified by the criterion Re χ2,3  > 0. The buildup of small oscil-
lations then occurs as an exponential increase in their amplitude over time. The corre-
sponding exit of the phase curves from the vicinity of the singular points should occur 
at excitation intensity values located on the e0

2 scale up to the intersection with the hor-
izontal axis of the decreasing Re χ(e0

2) dependences (curve 1 in Fig. 2, a) or up to the 
"right turning points" of the bistable curves (curves 2 - 4 in Fig. 2, a). The positions of 
these points on the e0

2 scale are indicated in the figures by vertical dotted lines; the exit 
from the instability zone and the "transition" to the stability of the equilibrium state 
with an increase in e0

2 should be abrupt. 

 
Figure 2 - Dependence of the real (a) and imaginary (b) parts of the complex 

roots of the characteristic equation on the parameter of the normalized intensity of 
external radiation; 

 = 1.02 (curve 1), 1.05 (2), 1.08 (3), 1.10 (4);  = 1.17;  = 1.0, 12= 1.0103. 

An analysis of the curves indicates that the instability region on the e0
2 scale ex-

pands with increasing maximum gain parameter ; the dependences are calculated for 
its increasing values. The attenuation should decrease with increasing excitation, as 
should the oscillation frequency of the variables expressed by Im χ (Fig. 2b). However, 
at excitation values  e0

2 above the boundary, oscillatory solutions do not exist in the 
instability region. Therefore, the possibility of the emergence and development of regu-
lar oscillatory modes of the self-oscillatory type in the reflected radiation disappears. 

Resonant Reflection Simulation Results 
The qualitative analysis data indicate the range of parameters and initial condi-

tions for the variables in which solutions (1) can be sought, describing self-sustaining 
pulsations in the intensity of the reflected light field. Therefore, within the framework 
of the numerical solution (1), it was further advisable to analyze the dynamics of the 
thin layer's response to a stationary external optical field. 

Numerical integration of system (1) was carried out by the Runge - Kutta method 
for initial conditions that obviously correspond to the inverted state of the layer medi-
um: for the population difference – n( = 0) = n0 (the value of n0 for a given level of the 
exciting field amplitude e0 was selected according to calculations illustrated by the 
nS(e0

2) dependencies in Figure 1, a). For the polarization probability  ( = 0) = 0 (it 
was assumed that the polarizing influence of external radiation is initially absent). The 
time dependence of the dimensionless intensity of the reflected radiation field 
Ir() = er()2 was calculated. 

Figure 3 shows examples of time sweeps of typical solutions (1) for a variable 
normalized intensity u(t), expressed in relative units on a nanosecond time scale. In the 
general case of a nonzero frequency defect ((  0), which causes linear phase modu-
lation, the dipole-dipole interaction factor, which causes a shift in the resonant frequen-
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exciting field amplitude e0 was selected according to calculations illustrated by the 
nS(e0

2) dependencies in Figure 1, a). For the polarization probability  ( = 0) = 0 (it 
was assumed that the polarizing influence of external radiation is initially absent). The 
time dependence of the dimensionless intensity of the reflected radiation field 
Ir() = er()2 was calculated. 

Figure 3 shows examples of time sweeps of typical solutions (1) for a variable 
normalized intensity u(t), expressed in relative units on a nanosecond time scale. In the 
general case of a nonzero frequency defect ((  0), which causes linear phase modu-
lation, the dipole-dipole interaction factor, which causes a shift in the resonant frequen-
cy and nonlinear phase modulation (   0), is necessarily taken into account. The val-
ues of e0 and the corresponding values of n0 are mainly taken from the range of values 
in the instability zone of equilibrium states; in the variants of solutions (1) illustrated in 
Figure 3, line 2 in Figure 2 is chosen as the "reference" calculation curve defining this 
instability zone. 

The time sweeps of the radiation in the fragments of Figure 3, a, b, d, are calculat-
ed for different excitation level values within the bistability region of equilibrium 
states. The Ir(t) scans in fragments 3, d - f correspond to the same value for e0 with 
different gain levels . In general, these solutions describe an oscillatory transition to 
an unstable (quasi-stationary) equilibrium state, occurring with different relaxation 
rates. 

The solution variants in Figures 3, c, c' are typical for calculations of u(t) for val-
ues of e0 outside the bistability zone (Fig. 3, c) and for e0 corresponding to the stability 
region (Re χ2,3 < 0). The formation of a regular regime with oscillations in the picose-
cond range thus occurs only in the bistability zone of equilibrium states; at a relatively 
low excitation level, the transition to the equilibrium state is purely relaxational in na-
ture (Fig. 3, c). Outside the instability zone for the parameter e0, the unfolding scenario 
presents a series of short relaxation bursts of intensity as a transition regime and, then, 
a relatively rapid transition to a stationary radiation level (Fig. 3, c’). 
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Figure 3 - Dependences of the normalized intensity of reflected radiation on time 

e0
2= 510-3 (a), 7.510-3 (b),  210-3 (c),  1.010-2 (c’),  610-2 (d - f);   =  1.05 (а – d),  

1.07 (e), 1.10 (f);   = 1.58,  = 1.0, 12= 1.0103. 

In the "unstable" sweeps (Fig. 3, a, b, d - f), transient, relatively low-frequency 
oscillations with a nanosecond repetition period, commonly referred to as relaxation 
oscillations, are primarily distinguished. Their existence in kinetic processes is ex-
plained by the difference in transition probabilities in the pump and lasing channels. In 
this case, due to the superposition of relatively high-frequency oscillations, the transi-
ent pulsations u(t)  have a complex shape (Fig. 3, b, e), but their attenuation over time 
leads to the laser oscillatory system "entering" a quasi-stationary emission regime. At 
this stage of the process, higher-frequency intensity oscillations persist and assume a 
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In the "unstable" sweeps (Fig. 3, a, b, d - f), transient, relatively low-frequency 
oscillations with a nanosecond repetition period, commonly referred to as relaxation 
oscillations, are primarily distinguished. Their existence in kinetic processes is ex-
plained by the difference in transition probabilities in the pump and lasing channels. In 
this case, due to the superposition of relatively high-frequency oscillations, the transi-
ent pulsations u(t)  have a complex shape (Fig. 3, b, e), but their attenuation over time 
leads to the laser oscillatory system "entering" a quasi-stationary emission regime. At 
this stage of the process, higher-frequency intensity oscillations persist and assume a 
regular character. Their occurrence is explained by oscillations in the phase detuning of 
the polarization and field, caused by a resonance shift under the influence of the near 
fields of the dipoles. The high-frequency 'carrier' component is obviously nutational in 
nature – the polarization vector undergoes cyclical nutational movements around the 
field direction. The gain, due to the resonance shift, which can assume a periodic na-
ture, is also drawn into an oscillatory mode. Nonlinear high-frequency pulsations of 
intensity u(t) with a stationary envelope, representing modulation of the reflected sig-
nal after the transient stage, occur due to these relatively weak self-oscillations of the 
gain n(t). 

 

Figure 4 - Dependence of normalized radiation intensity on time 

 = 1.0 (a), 0.5 (b),  0.2 (c), 0.02 (d); e0
2= 510-2,   = 1.08;   = 1.57, 12= 1.0103. 

At the stage of stabilization of the intensity envelope dependence, its "carrier" 
high-frequency oscillations are regularized, creating a picture of the self-oscillatory 
process in the radiation. In the subsequent time of development of the resonant reflec-
tion process before the cessation of the action of the exciting field and pumping, the 
oscillation amplitude tends to a constant level approximately as illustrated by the de-
pendencies in Figures 3, a, f). The duration of the transient regime with losing contrast 
and damping low-frequency oscillations u(t) mainly depends on the value of the ratio 
of relaxation times 12  and the unsaturated gain parameter . The frequency of the 
"carrier" oscillations depends on the amplitude of the exciting field e0 from the bistabil-
ity zone and on the gain parameter . Qualitatively, the latter dependencies coincide 
with those predicted by calculating relations (2), (5), characterizing the solutions of 
system (3). Figure 4 shows an example of modeling the process of stabilizing the low-
frequency components of the temporal structure as the linear detuning changes (frag-
ments a - d of the figure). The formation of a series of periodic intensity spikes of a 
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pendencies in Figures 3, a, f). The duration of the transient regime with losing contrast 
and damping low-frequency oscillations u(t) mainly depends on the value of the ratio 
of relaxation times 12  and the unsaturated gain parameter . The frequency of the 
"carrier" oscillations depends on the amplitude of the exciting field e0 from the bistabil-
ity zone and on the gain parameter . Qualitatively, the latter dependencies coincide 
with those predicted by calculating relations (2), (5), characterizing the solutions of 
system (3). Figure 4 shows an example of modeling the process of stabilizing the low-
frequency components of the temporal structure as the linear detuning changes (frag-
ments a - d of the figure). The formation of a series of periodic intensity spikes of a 
relaxation nature with a 'carrier' nutation component, illustrated in fragments of Fig. 4, 
a' - d' with higher resolution, occurs as the external excitation frequency approaches 
resonance. 

 
Conclusion 

An oscillatory system formed by a low-dimensional array with a high RCs density 
and external resonant radiation, due to the loss of coherence of field oscillations and 
polarization, is thus capable of transitioning to an unstable equilibrium state in which 
self-oscillations of variables occur, i.e., to a special quasi-stationary (nonlinearly 
modulated) state. Physically, this corresponds to achieving a self-oscillation regime 
(regular pulsations) during resonant reflection and signifies the possibility of convert-
ing a light signal with a constant intensity envelope into a time-modulated signal, with 
the modulation parameters controlled by changes in light power. 

The result of this analysis is the study of the current problem of light wave behav-
ior at an interface between media containing a thin layer of material with a relatively 
strong nonlinear response to radiation in a frequency range close to one of the optical 
resonances. Modeling and analytical evaluation of the kinetics of stimulated emission 
in the approximation of a thin layer of an inverse medium allowed us to characterize 
the dynamic phenomenon of amplitude self-modulation of light reflected by a low-
dimensional array of RCs. This effect can be exploited in the development of extremely 
compact quantum dot laser devices. Such devices should offer certain advantages over 
existing ones. Indeed, in the phenomenon of light amplification by reflection, the inter-
action of light with the gain medium can occur primarily in a thin layer near the inter-
face between the media, with little radiation penetration into the gain medium. This 
reduces the technical requirements for the optical properties of the gain media, such as 
their homogeneity, transparency, and so on. Some potential devices utilizing the phe-
nomenon of light amplification by reflection have already been implemented, but for 
inverted layers with a relatively high concentration of RCs, the nonlinear processes that 
stimulate spontaneous modulation have not yet been studied in detail.  

In the IR frequency range, electro-optical materials capable of applying standard 
methods of Q-switching pulsed lasers and shortening pulse durations are still lacking. 
Therefore, laser generation research is currently being intensively developed in relation 
to technologies for generating regular trains of short and ultrashort pulses with con-
trolled temporal parameters in this spectral range. The results of the reflection dynam-
ics calculations presented in this article, taking into account the self-phase modulation 
of the light field, will be useful for developing methods for generating trains of short 
light pulses with relatively low average intensity in compact laser devices based on 
materials with quantum-well effects. 
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Тимощенко Е. В., Юревич В. А., Xoмченко А. В., Юревич Ю. В. РЕЛAKCА-
ЦИОННАЯ СТРУКТУРА ОТРАЖЕНИЯ СВЕТА НИЗКОРАЗМЕРНЫМ 
МАССИВОМ РЕЗОНАНСНЫХ КВАНТОВЫХ ИЗЛУЧАТЕЛЕЙ  

Предложена модификация системы уравнений Максвелла Блоха для изучения 
осцилляций интенсивности когерентного излучения при отражении от низкораз-
мерного массива, образованного структурой из резонансных дипольных центров 
относительно высокой плотности. Моделирование и качественный анализ пред-
ложенной системы кинетических уравнений показали, что вариации фазового со-
отношения светового поля и резонансной поляризованности массива вызывают 
внутреннюю неустойчивость физической системы энергообмена, что проявляется 
в выраженной осцилляторной структуре отраженного излучения. В моделирова-
нии использованы материальные характеристики полупроводниковых квантовых 
точек. 

Ключевые слова: квантоворазмерные структуры, диполь-дипольное взаи-
модействие, резонансное отражение, оптическая бистабильность, самопульсации 
излучения.
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SPECTRAL SHIFT OF LASER RADIATION  
IN STRUCTURES WITH QUANTUM-SIZE EFFECTS  

UNDER RESONANT SELF-FOCUSING CONDITIONS

E. V. Timoschenko
Ph. D. (Optics), Associate professor, Head of the Department of Physics and Com-

puter Technology
Mogilev State A. Kuleshov University

Based on a semiclassical approach to the analysis of resonant interaction processes 
between coherent radiation and matter, a computational evaluation of the characteris-
tics of the stationary generation regime in lasers based on quantum-size structures has 
been performed. The study has shown that the waveguide properties of the gain element 
and the phenomenon of radiation self-focusing play an important role in the generation 
process. These effects are driven by the phase resonant nonlinearity of the element’s 
material response, which in turn affects the signal output power. 

Keywords: injection lasers, quantum-dimensional structures, resonant nonlinearity 
of the refractive index, spectral broadening of the absorption line, waveguide properties 
of the gain element, self-focusing radiation instability.

© Timoschenko E. V. , 2026

Introduction 
The nonlinear optical model of an injection laser takes into account the influence 

of free charge carriers, which primarily determine the level of population inversion. 
This inversion affects the refractive index of the laser material, which, in turn, influ-
ences the radiation characteristics. Free carriers play a key role in the laser generation 
process, as they can modify the optical properties of the material and influence the effi-
ciency of light generation. The consequences of population inversion also include both 
spectral broadening of the stimulated emission field [1, 2] and its self-focusing instabil-
ity [3]. Optical losses in the injection laser cavity significantly depend on the wave-
guide effect, which reduces the diffraction divergence of radiation. The waveguide ef-
fect is based on the phenomenon of total internal reflection from a boundary with an 
optically less dense medium [4]. At higher carrier concentrations, the refractive index 
decreases; accordingly, the generation region under gain saturation in the laser diode 
becomes optically denser. This inevitably affects its waveguide properties. It is known 
that dynamic self-focusing, associated with the nonlinearity of the refractive index, 
changes the level of compensation for diffraction divergence of radiation [5], thereby 
influencing the cavity losses. In the literature, the consequences of self-focusing have 
been studied mainly within the framework of a non-resonant model, where the trans-
verse field distribution is determined primarily by refraction inhomogeneities that iner-
tia-free "track" variations in radiation power. Under conditions of resonant response, 
the level of nonlinear refraction depends primarily on the degree of inversion in the 
laser diode.   

In this regard, it is of interest to investigate the influence of resonant refraction 
changes, associated with changes in the energy state of the active layer, on the gain 
characteristics and dynamics of lasers based on heterostructures with quantum-size 
effects.  

 

Basic Equations 
This paper presents the results of evaluating the consideration of the waveguide 

properties of the gain element and self-focusing of radiation, stimulated by the resonant 
nonlinearity of the refractive index in the active layer of the laser diode, in determining 
the gain. Elementary active centers are considered as two-level dipole quantum emit-
ters (QE). The analysis of the influence of resonant variations in waveguide properties 
on laser radiation was carried out within the framework of the model substantiated in 
[6], where non-resonant Kerr nonlinearity was considered for a semiconductor active 
element. It was assumed that the expression for the real part of the permittivity includ-
ed a nonlinear component proportional to the stimulated emission field intensity. In 
essence, model parameters of refractive nonlinearity were used, typical precisely for 
the consequences of the dynamic refractive index shift observed in semiconductor ele-
ments, later characterized as non-resonant [7]. As shown by the results of modern ob-
servations, in real lasers with quantum-dimensional effects, including semiconductor 
quantum dot lasers, refractive nonlinearity has a specifically resonant character [2, 3] 
and therefore can differ significantly in magnitude and inertia.  

We will describe the spatiotemporal characteristics of radiation under conditions 
of transverse gain and refraction inhomogeneity by considering the two-dimensional 
representation of the complex dielectric permittivity used in [6] in the form:  

 (х, y, t) =nr’(х, y, t) +i”(х, y, t),     (1) 
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In this regard, it is of interest to investigate the influence of resonant refraction 
changes, associated with changes in the energy state of the active layer, on the gain 
characteristics and dynamics of lasers based on heterostructures with quantum-size 
effects.  

 

Basic Equations 
This paper presents the results of evaluating the consideration of the waveguide 

properties of the gain element and self-focusing of radiation, stimulated by the resonant 
nonlinearity of the refractive index in the active layer of the laser diode, in determining 
the gain. Elementary active centers are considered as two-level dipole quantum emit-
ters (QE). The analysis of the influence of resonant variations in waveguide properties 
on laser radiation was carried out within the framework of the model substantiated in 
[6], where non-resonant Kerr nonlinearity was considered for a semiconductor active 
element. It was assumed that the expression for the real part of the permittivity includ-
ed a nonlinear component proportional to the stimulated emission field intensity. In 
essence, model parameters of refractive nonlinearity were used, typical precisely for 
the consequences of the dynamic refractive index shift observed in semiconductor ele-
ments, later characterized as non-resonant [7]. As shown by the results of modern ob-
servations, in real lasers with quantum-dimensional effects, including semiconductor 
quantum dot lasers, refractive nonlinearity has a specifically resonant character [2, 3] 
and therefore can differ significantly in magnitude and inertia.  

We will describe the spatiotemporal characteristics of radiation under conditions 
of transverse gain and refraction inhomogeneity by considering the two-dimensional 
representation of the complex dielectric permittivity used in [6] in the form:  

 (х, y, t) =nr’(х, y, t) +i”(х, y, t),    (1) 

where nr is the real (non-resonant) part of the dielectric permittivity of the active 
layer of the laser element in the unexcited semiconductor. It was assumed that the х 
direction coincides with the cavity axis; the inhomogeneity of the laser beam cross-
section, limited by the waveguide effect, is oriented in the y direction. Furthermore, 
unlike [6], we assume that the variable real part of the resonant susceptibility (1) is 
characterized by the usual dispersion dependence:  

  tyx ,,'  , , ,T N n x y t







 
 



   
          (2) 

where  0 = (  12) Т2 is the normalized frequency detuning from the center of 
the gain spectral line 12 and n(x, y, t) is the probability variable of population 
inversion.  

The imaginary component of the resonant susceptibility describing the gain at 
frequency  is correspondingly expressed in the following form: 

  tx,"  , , .T N n x y t






 
 



   
                (3)  

Here, in relations (2) and (3), the following notations are used:  

-  is the magnitude of the transition dipole moment;  
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The imaginary component of the resonant susceptibility describing the gain at 
frequency  is correspondingly expressed in the following form: 

  tx,"  , , .T N n x y t






 
 


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                      (3)  

Here, in relations (2) and (3), the following notations are used:  

-  is the magnitude of the transition dipole moment;  
- Т2 is the transverse relaxation time of the transition; correspondingly, in media 

used in laser optics of semiconductors, this parameter characterizes the intraband relax-
ation time;  

- the spectral width of the resonant gain line is determined by the factor 2/Т2; 
- N is the volume density of elementary QE. 
In [6] a certain approximation of the transverse (in the y-coordinate direction) in-

homogeneity of the real part of the permittivity was introduced. We apply an analogous 
form of inhomogeneity for the probability variable of inversion: n(х, y, t) = nm(х, t) 
[exp(y) – 2exp(y/2)]. In this expression,  characterizes the width of the active layer, 
and nm(х, t) determines the amplitude values of the real and imaginary components of 
the resonant susceptibility. The form of the spatial distribution n(y, t) during generation 
(over time) is assumed to be unchanged. In the longitudinal direction (along the х-
coordinate), the change in  n(х, t) is due to the intensity growth and the corresponding 
saturation of population inversion. Then, using the methodology outlined in [6], we 
express the magnitude  of the imaginary addition to the frequency of the longitudinal 
cavity mode:  

 " " " ' 'm m m m m
nr

c 
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 
 



  
      

  
        (4) 

The imaginary addition (4) is averaged over the field localization region and es-
sentially expresses the gain coefficient of the laser diode, determining the rate of inten-
sity growth at frequency  in the active layer. The initial value ′′m0 is proportional to 
the initial value of inversion n0.  Further, analogously to [8], we take into account the 
influence of the quasi-resonant component of susceptibility on the real part of permit-
tivity. This component is associated with radiation absorption in transitions adjacent to 
the resonant one and formally depends on the difference in polarizabilities of elemen-
tary QE at the levels of the main transition. It is precisely this contribution that primari-
ly determines the refractive nonlinearity of the active element measured in [5] and the 
associated automodulation frequency shift of generation in semiconductor lasers. In the 
scientific literature, it is often called the spectral broadening of the field [9], associated 
with the dynamics of the so-called Henry factor. The magnitude of spectral broadening 
is proportional to the resonant variation of inversion and depends linearly on   the 
difference in polarizabilities of QE at the levels of the main transition.  

Besides, in the expression for the nonlinear frequency addition, it is advisable to 
consider the shift of the resonant transition frequency initiated by the polarizing influ-
ence of near fields of dipoles. Its contribution to the change in frequency detuning has 
been measured and can be estimated by taking into account the local Lorentz correction 
[10] to the effective field acting on the QE. The dynamic factor of frequency shift, 
which is due to dipole-dipole interaction, is considered particularly significant in the 

.
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Besides, in the expression for the nonlinear frequency addition, it is advisable to 
consider the shift of the resonant transition frequency initiated by the polarizing influ-
ence of near fields of dipoles. Its contribution to the change in frequency detuning has 
been measured and can be estimated by taking into account the local Lorentz correction 
[10] to the effective field acting on the QE. The dynamic factor of frequency shift, 
which is due to dipole-dipole interaction, is considered particularly significant in the 
radiation processes of quantum dot lasers [11, 12]. Its representation in subsequent 
computational estimates is used the same as in [8]. 

Taking into account both mechanisms of phase nonlinearity, we write the expres-
sion for frequency variation (4) as follows:  
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 (5) 

Here, in the expression for the modified resonant addition (nm), there is a 
coefficient , which relates the change in refractive index to the variation in the 
concentration of dipole QE. The parameter  defines the normalized coefficient in the 
local Lorentz correction. 

Modeling of the stationary generation regime of lasers based on quantum-
size structures 

Let us analyze the stationary laser model. It is based on nonlinear transfer equa-
tions for counterpropagating waves with steady-state field strength amplitudes Е, 
forming one of the cavity modes — a standing light wave, known, for example, from 
[13]. The inclusion of resonant addition (5) in the calculation system, as in [6], means 
taking into account additional losses in the cavity. These losses are associated with 
changes in radiation divergence due to nonlinear refraction. For normalized field inten-

sities    S x T E x 
 

    , where 1 is the longitudinal relaxation time or, 

in the case of laser diodes, spontaneous recombination time, the equations of the com-
putational scheme taking into account (5) are written as:  
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 (6) 

where   is the gain coefficient achieved due to the pump current,  is the relative 

parameter of linear losses, l is the optical length of the active layer, .c      

Equations (6) were solved with boundary conditions corresponding to reflection 
conditions at the left facet (х = 0) with a fully reflecting mirror, and at the right facet (х 
= l) with partial reflection (energy reflection coefficient r = 0.32):  

       , .S x S x S x l rS x l              (7) 
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where   is the gain coefficient achieved due to the pump current,  is the relative 

parameter of linear losses, l is the optical length of the active layer, .c      

Equations (6) were solved with boundary conditions corresponding to reflection 
conditions at the left facet (х = 0) with a fully reflecting mirror, and at the right facet (х 
= l) with partial reflection (energy reflection coefficient r = 0.32):  

       , .S x S x S x l rS x l              (7) 

For conditions (7), the system of equations (6) is analytically solvable only par-
tially. Namely, for the functions S(x) = S+(x) +S(x) and R(x) = S+(x) S(x), a simple 
solution in quadratures is possible: S2(x)  R2(x) = 4r R(l)/(1r)2. This relation reduces 
the problem of determining the dependence S(x) to solving one nonlinear differential 
equation, which is convenient to write in the form: 
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     (8) 

Considering the quantity S as an independent variable (non-negative and linearly 
increasing), one can perform numerical integration of (8) within the indicated limits. 
These limits are determined by the values of the power flux at the reflecting and "out-
put" facets. The parametric integration of the original system (6), simplified in this 
way, makes it possible to obtain a numerical solution of (8) with respect to the gain 
parameter l and to construct the dependence of the output power flux I = (1r) Y+(x=l) 
on the pump parameter   = l/(l  ln(r)/2). 

Figure 1 presents the results of the numerical modeling of the system of equations 
(8), illustrating the output intensity I() as a function of the pump parameter for differ-
ent values of the transverse inversion inhomogeneity parameter and frequency detun-
ing. 

 

Figure 1. Output intensity as a function of the pump parameter for various values 
of the transverse inversion inhomogeneity parameter and frequency detuning: 

 = 0 (curve1), 0.1 (2), 0.14 (3), 0.18 (4), 0.25 (5); Δ0= 0 (а), 0.5 (в), 0.5 (с); 
 = 0.15,  = 1.58,  = 1.51015рад/с,   = 0.2, l = 1.010-3м, 1 = 1.010-9с, T2 

= 1.010-12с. 

In constructing the dependencies shown in Figure 1, the corresponding coeffi-
cients of system (6) were determined based on injection laser parameters known from 
the scientific literature, for example, [2, 14]. As can be seen from the plots in Figure 1, 
with a more pronounced refractive index inhomogeneity (i.e., larger values of ), the 
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 = 0 (curve1), 0.1 (2), 0.14 (3), 0.18 (4), 0.25 (5); Δ0= 0 (а), 0.5 (в), 0.5 (с);  = 0.15, 
 = 1.58,  = 1.51015рад/с,   = 0.2, l = 1.010-3м, 1 = 1.010-9с, T2 = 1.010-12с. 

In constructing the dependencies shown in Figure 1, the corresponding coeffi-
cients of system (6) were determined based on injection laser parameters known from 
the scientific literature, for example, [2, 14]. As can be seen from the plots in Figure 1, 
with a more pronounced refractive index inhomogeneity (i.e., larger values of ), the 
effective gain level required for the onset of lasing must increase. It is evident that the 
output power curves originate from values greater than 1, which corresponds to the 
threshold value for the exact resonance frequency  = 12. The threshold values natu-
rally increase as the linear frequency detuning 0. This can be observed by comparing 
the behavior of the curves in panels a-c of Figure 1. Thus, an increase in both of these 
factors  inhomogeneity and frequency detuning  will also require a relative increase 
in the pump current for lasing to develop. As the inhomogeneity parameter increases, 
the output power decreases, and the curves in Figure 1 become increasingly nonlinear. 
Furthermore, we note an asymmetry in the growth behavior of the I() curves in Figure 
1 depending on the sign of the frequency detuning 0.  

This trend is more clearly demonstrated by the curves in Figure 2. These illustrate 
the dependencies of the normalized output radiation intensity on the mode frequency at 
a certain above-threshold pump level . Such curves can be used to characterize the 
spectral dependence of the gain. 

 

Figure 2 - Spectral dependence of the output intensity for various values of the trans-
verse inversion inhomogeneity parameter and the resonant nonlinearity parameter: 

 = 0 (а), 0.12 (b), 0.2 (c, d);  = 0 (а) 0.1 (b, c), 0.15 (d)  = 1.51015рад/с,  
  = 0.2,  = 1.58  

l = 1.010-3м, 1 = 1.010-9с, T2 = 1.010-12с. 
The natural shape of the symmetric gain resonance is shown in Figure 2 (a) and 

was calculated in the absence of nonlinear refraction. Panels b-d of Figure 2 demon-
strate quasi-resonant curves with a short-wavelength shift of the maximum and asym-
metric broadening. This deformation of the radiation characteristics, presented in pan-
els b-d of Figure 2, arises from changes in the light loss level due to self-focusing. Fur-
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 = 0 (а), 0.12 (b), 0.2 (c, d);  = 0 (а) 0.1 (b, c), 0.15 (d)  = 1.51015рад/с,  
  = 0.2,  = 1.58  

l = 1.010-3м, 1 = 1.010-9с, T2 = 1.010-12с. 
The natural shape of the symmetric gain resonance is shown in Figure 2 (a) and 

was calculated in the absence of nonlinear refraction. Panels b-d of Figure 2 demon-
strate quasi-resonant curves with a short-wavelength shift of the maximum and asym-
metric broadening. This deformation of the radiation characteristics, presented in pan-
els b-d of Figure 2, arises from changes in the light loss level due to self-focusing. Fur-
thermore, panels b-d of Figure 2 show that the deformation of the radiation characteris-
tics depends on the parameters of transverse inhomogeneity and resonant nonlinear 
refraction. 

Conclusion 
In this work, a theoretical investigation of the dynamic characteristics of the 

steady-state generation regime of injection lasers based on quantum-confined structures 
has been conducted within the framework of a semiclassical approach, taking into ac-
count the resonant nonlinearity of the refractive index in the active layer. A computa-
tional model has been formulated that incorporates two mechanisms of phase nonline-
arity: the quasi-resonant susceptibility component arising from the difference in polar-
izabilities of quantum emitters at the fundamental transition levels, and the resonant 
frequency shift due to dipole-dipole interaction with consideration of the local Lorentz 
correction. Based on nonlinear transfer equations for counter-propagating waves, a sys-
tem of differential equations describing the steady-state laser generation regime has 
been derived and numerically solved, accounting for the transverse inhomogeneity of 
the population inversion. 

Numerical modeling has revealed that an increase in the transverse inhomogeneity 
parameter of the refractive index leads to an elevation of the threshold gain level and a 
reduction in the output radiation power. A pronounced asymmetry in the spectral gain 
characteristics has been identified: resonant self-focusing gives rise to a short-
wavelength shift of the spectral dependence maximum and its asymmetric broadening. 
The obtained results indicate that the spectral broadening of the generation field in la-
sers based on quantum-confined structures may, to a certain extent, be attributed to the 
self-focusing effect associated with the phase nonlinearity of the resonant material re-
sponse, which is essential for the correct interpretation of experimental data and the 
optimization of injection laser parameters. 
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Тимощенко Е. В. СПЕКТРАЛЬНОЕ СМЕЩЕНИЕ ИЗЛУЧЕНИЯ ЛА-
ЗЕРОВ НА СТРУКТУРАХ С КВАНТОВОРАЗМЕРНЫМИ ЭФФЕКТАМИ 
В УСЛОВИЯХ РЕЗОНАНСНОЙ САМОФОКУСИРОВКИ

На основе полуклассического подхода к анализу процессов резонансного взаимо-
действия когерентного излучения с веществом проведена расчетная оценка харак-
теристик стационарного режима генерации лазеров на квантоворазмерных струк-
турах. Исследование показало, что волноводные свойства усиливающего элемента 
и явление самофокусировки излучения играют важную роль в процессе генерации. 
Эти эффекты стимулируются фазовой резонансной нелинейностью материально-
го отклика элемента, что в свою очередь влияет на выходную мощность сигнала. 

Ключевые слова: инжекционные лазеры, квантоворазмерные структуры, ре-
зонансная нелинейность показателя преломления, спектральное уширение линии 
поглощения, волноводные свойства усиливающего элемента, самофокусировочная 
неустойчивость излучения.
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The design and results of a numerical analysis of the flight of the two-stage modular 
geophysical rocket Zengzhang-1 are presented.  The flight dynamics analysis of the 
rocket (length 1795 mm, diameter 131 mm, mass 8797 g) for a given thrust profile of the 
L2200G rocket engine yielded estimated maximum parameters: flight altitude 3078 m, 
velocity 493 m/s (Mach 1.46), and acceleration 377 m/s². The rocket’s layout and use of 
fins ensure a positive static margin and its controllability during both the powered ascent 
and ballistic flight phases. Simulation of the rocket’s angular motion demonstrated that 
the flight occurs vertically, with minimal aerodynamic drag throughout the entire flight 
phase up to separation.

Keywords: Geophysical rocket, 3D printing technologies, stability margin, rocket 
flight dynamics.
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Introduction 
Geophysical rockets are crucial for aerospace research, offering an affordable way 

to access suborbital flight for atmospheric studies, microgravity experiments, and tech-
nology validation [1]. They are cost-effective, easy to operate, and deploy rapidly, 
making them ideal for education and science. Small-scale rockets, particularly in aca-
demia, allow students to engage in the full design-to-recovery cycle and provide a plat-
form for testing flight technologies [2]. Programs like NASA’s Student Launch and 
ESA’s REXUS/BEXUS highlight their value in practical learning. Additive manufac-
turing, especially 3D printing, has revolutionized rocket production. Unlike traditional 
methods using expensive aluminum or composite laminates, 3D printing enables rapid, 
low-cost prototyping of complex geometries, perfect for educational and research rock-
ets [3]. 

This study introduces a novel, low-cost geophysical rocket designed to reach 3 km 
altitude with a scientific payload. Its key innovations include being entirely 3D-printed 
from PETG, a modular two-section design for payload and propulsion, a dual-bay par-
achute recovery system, and achieving supersonic flight despite material constraints. 
This work aims to guide future low-cost geophysical rocket projects and advance addi-
tive manufacturing in aerospace education and research. 

Rocket Design 
a) Modular Configuration 
The rocket employs a two-section modular architecture. The forward module 

houses the payload and parachute bay, while the aft module contains the propulsion 
system. These are connected by a 60 mm coupler, which ensures both structural rigidi-
ty and ease of assembly. This design philosophy offers several advantages: flexibility 
in mission payload integration, improved safety during recovery by separating payload 
from propulsion, and enhanced manufacturability since modules can be independently 
3D-printed. The vehicle measures 1795 mm in total length with a 131 mm diameter 
and has a gross mass of 8749 g. The payload bay is 300 mm long and 125 mm in diam-
eter, capable of accommodating sensors or small experimental devices. Mass distribu-
tion between the payload and propulsion sections was carefully considered to balance 
the center of gravity (CG) and center of pressure (CP) for stable flight. 

 
Figure 1 ZZ-1 rocket model 

b) Propulsion System 
The L2200G solid rocket motor was selected as the propulsion system. Key 

specifications are total impulse of ~5104 Ns, average thrust of 2200 N, peak thrust of 
2519 N, and a burn duration of ~2.3 s. With a gross mass of 4.78 kg and propellant 
mass of 2.52 kg, the motor provides a thrust-to-weight ratio exceeding 25, enabling 
rapid acceleration to supersonic speeds. The thrust profile is characterized by an initial 
sharp peak followed by sustained high thrust until burnout. This minimizes the influ-
ence of atmospheric turbulence near the ground. However, the extremely high accelera-
tion of up to 38G imposes significant structural and payload survivability requirements. 
Additionally, thermal protection measures must be implemented to prevent PETG de-
formation near the motor casing [4]. 
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This work aims to guide future low-cost geophysical rocket projects and advance addi-
tive manufacturing in aerospace education and research. 

Rocket Design 
a) Modular Configuration 
The rocket employs a two-section modular architecture. The forward module 

houses the payload and parachute bay, while the aft module contains the propulsion 
system. These are connected by a 60 mm coupler, which ensures both structural rigidi-
ty and ease of assembly. This design philosophy offers several advantages: flexibility 
in mission payload integration, improved safety during recovery by separating payload 
from propulsion, and enhanced manufacturability since modules can be independently 
3D-printed. The vehicle measures 1795 mm in total length with a 131 mm diameter 
and has a gross mass of 8749 g. The payload bay is 300 mm long and 125 mm in diam-
eter, capable of accommodating sensors or small experimental devices. Mass distribu-
tion between the payload and propulsion sections was carefully considered to balance 
the center of gravity (CG) and center of pressure (CP) for stable flight. 

 
Figure 1 - ZZ-1 rocket model 

b) Propulsion System 
The L2200G solid rocket motor was selected as the propulsion system. Key speci-

fications are total impulse of ~5104 Ns, average thrust of 2200 N, peak thrust of 2519 
N, and a burn duration of ~2.3 s. With a gross mass of 4.78 kg and propellant mass of 
2.52 kg, the motor provides a thrust-to-weight ratio exceeding 25, enabling rapid accel-
eration to supersonic speeds. The thrust profile is characterized by an initial sharp peak 
followed by sustained high thrust until burnout. This minimizes the influence of at-
mospheric turbulence near the ground. However, the extremely high acceleration of up 
to 38G imposes significant structural and payload survivability requirements. Addi-
tionally, thermal protection measures must be implemented to prevent PETG defor-
mation near the motor casing [4]. 

 
Figure 2 - Thrust data graph for L2200G solid rocket motor 

c) Aerodynamic Design and Stability 
Aerodynamic configuration plays a critical role in ensuring both stability and effi-

cient flight performance. The rocket employs a Haack series nose cone, which is spe-
cifically designed to minimize drag. The Haack series family of nose cones is well-
known for its ability to reduce wave drag in supersonic and transonic flight regimes. 
The shape parameter of the nose cone governs its drag-reducing properties, with a pa-
rameter of 0 producing a Von Karman nose cone (LD-Haack), ideal for minimizing 
drag for fixed length and diameter. In this design, we use a shape parameter of 0.333, 
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a) Modular Configuration 
b) Propulsion System 
 
c) Aerodynamic Design and Stability 
Aerodynamic configuration plays a critical role in ensuring both stability and effi-

cient flight performance. The rocket employs a Haack series nose cone, which is spe-
cifically designed to minimize drag. The Haack series family of nose cones is well-
known for its ability to reduce wave drag in supersonic and transonic flight regimes. 
The shape parameter of the nose cone governs its drag-reducing properties, with a pa-
rameter of 0 producing a Von Karman nose cone (LD-Haack), ideal for minimizing 
drag for fixed length and diameter. In this design, we use a shape parameter of 0.333, 
which results in an LV-Haack nose cone, optimized to minimize drag for a fixed length 
and volume [5]. This design choice ensures that the rocket maintains a smooth and ef-
ficient flight trajectory at high speeds, particularly when crossing the transonic and 
supersonic regimes [6]. 

d) Material and Manufacturing 
The rocket body is fabricated using PETG (Polyethylene Terephthalate Glycol-

modified), with an assumed density of 1.25 g/cm³, like PLA. PETG was selected due to 
its superior thermal and mechanical properties compared to PLA while maintaining 
compatibility with standard FDM 3D printing. Its higher glass transition temperature 
(~80 °C) and improved impact resistance make PETG more suitable for small rockets 
subjected to high acceleration and motor exhaust heating [7, 8] 

e) Recovery System 
A dual-bay recovery system was adopted. Both the payload bay and propulsion 

section deploy independent 2500 mm parachute made of ripstop nylon (67 g/m²) with 
twelve shroud lines of 1200 mm length each. This configuration improves reliability by 
ensuring partial deceleration even if one parachute fails. Furthermore, separating the 
payload from the motor section enhances safety and reduces the risk of impact damage. 

Dynamic Analysis of the Rocket 
a) Rocket Coordinate System Definition 
In rocket dynamics modeling, the following coordinate systems are mainly used, 

as shown in Figure 5 and Figure 6. 
(1) Geodetic coordinate system    (        ):  
The celestial northeast coordinate system is used. The origin    is taken as the 

projection of the rocket launch point on the ground. The      axis points to the north 
of the launch point. The      axis is vertical to the ground and is positive upward. The 
     axis points to the east of the launch point. Without considering the rotation of the 
earth, this coordinate system is regarded as an inertial coordinate system. 

(2) Carried geodetic coordinate system    (        ):  
The origin    is taken as the center of mass of the rocket. The coordinate axes 

    ,     , and      are parallel to     ,     , and      of the geodetic coordi-
nate system   . 

(3) Rocket body coordinate system    (        ):  
The origin    is taken as the center of mass of the rocket, the      axis points to 

the nose cone along the longitudinal axis of the rocket body, the      axis is located in 
the rocket symmetry plane and is perpendicular to the      axis, the      axis is per-
pendicular to the rocket symmetry plane and conforms to the right-hand rule with the 
     axis and the      axis. 

(4) Airflow coordinate system    (        ):  
The origin    is taken as the center of mass of the rocket, the      axis is along 

the rocket's airspeed G vector  ⃗⃗ , the      axis is located in the rocket symmetry plane 

.



МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ                43

Dynamic Analysis of the Rocket 
a) Rocket Coordinate System Definition 

 
the rocket symmetry plane and is perpendicular to the      axis, the      axis is per-
pendicular to the rocket symmetry plane and conforms to the right-hand rule with the 
     axis and the      axis. 

(1) Airflow coordinate system    (        ):  
The origin    is taken as the center of mass of the rocket, the      axis is along 

the rocket's airspeed G vector  ⃗⃗ , the      axis is located in the rocket symmetry plane 
and is perpendicular to the      axis, and the      axis conforms to the right-hand 
rule with the      axis and the      axis. 

 
Figure 4 - The conversion relationship between the    and    

The relationship between the carried geodetic coordinate system    and the rocket 
body coordinate system    is determined by three angles: pitch angle  , yaw angle  , 
and roll angle  . First, rotate the carried geodetic coordinate system    around the 
     axis by angle  , transforming the coordinate system to         . Then, rotate it 
around the     axis by angle  , transforming the coordinate system to         . Fi-
nally, rotate it around the      axis by angle  , transforming the coordinate system to 
        . This completes the transformation from the carried geodetic coordinate sys-
tem    to the rocket coordinate system   . The corresponding coordinate 
transformation matrix     is: 

      ( )  ( )  ( )   

[
                     

                                                   
                                                    

]       ( )  

 
Figure 5 - The conversion relationship between the    and    

The relationship between the airflow coordinate system    and the rocket body 
coordinate system    is determined by the total angle of attack   and the longitudinal 
roll angle   . First, the airflow coordinate system    is rotated by an angle   around the 
     axis to become the coordinate system         . Then, the coordinate system is 
rotated by an angle    around the      axis to become the coordinate system         . 
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Dynamic Analysis of the Rocket 
a) Rocket Coordinate System Definition 

 
The relationship between the airflow coordinate system    and the rocket body 

coordinate system    is determined by the total angle of attack   and the longitudinal 
roll angle   . First, the airflow coordinate system    is rotated by an angle   around the 
     axis to become the coordinate system         . Then, the coordinate system is 
rotated by an angle    around the      axis to become the coordinate system         . 
This completes the transformation from the airflow coordinate system    to the rocket 
body coordinate system   . The corresponding coordinate transformation matrix   

  is: 

  
    (  )  ( )  [

         
                        
                        

]  ( )  

b) Rocket Trajectory Equation 
In flight, the rocket is affected not only by the engine thrust P acting on the center 

of mass and the gravity mg, but also by the aerodynamic force R. In the airflow coor-
dinate system, the aerodynamic force R can be decomposed into the aerodynamic drag 
Q along the axial direction and the aerodynamic lift Y along the normal direction, that 
is： 

  [      ] ( )  

   
         ( )  

   
         ( )  

Because the center of pressure of a rocket is generally not coincident with the cen-
ter of mass, let the distance from the center of mass to the rocket nose cone be   , and 
the distance from the center of pressure to the rocket arrow cone be   , so the distance 
between the center of mass and the center of pressure is L, 

  [          ] ( )  
Therefore, the aerodynamic force will generate a torque    to make the rocket ro-

tate around the center of mass 
     (  

  ) ( )  
1) Centroid kinematics equation 
In the carried geodetic coordinate system   , the rocket is affected by gravity, 

aerodynamic force and engine thrust, and the differential equation of center of mass 
motion is: 

  
  [

   
   
   

]  [
 

   
 

]    
   

 [
  
 
 

]    
 [

 
 
 
] ( )  

2) Rotational kinematics equation 
In the rocket body coordinate system   , the kinematics equation of the rocket ro-

tating around the center of mass is: 

{
 
 

 
   

   
   (     )          

  
   
   (     )          

  
   
   (     )          

 ( )  

  The rocket is a rotating body, so             , therefore 

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)
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   (     )          
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  The rocket is a rotating body, so             , therefore 

{
 
 

 
   

   
        

  
   
   (    )          

  
   
   (    )          

 (  )  

1) System centroid kinematics equation 
In the geodetic coordinate system   , the rocket's dynamic equations can be ex-

pressed as： 

 
  [

  
  
  
]  [
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Among them,    is the airspeed value of the rocket's center of mass,      ,      , 
      are the components of    in the rocket body coordinate system   . The relation-
ship between rocket ground speed  ⃗ , airspeed  ⃗⃗ , and wind speed  ⃗⃗⃗  is: 
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2) System rotation around the centroid kinematics equation 
Based on the transformation relationship between the carried geodetic coordinate 

system    and the rocket body coordinate system   , the rotational angular velocity of 
the rocket relative to the carried geodetic coordinate system    is the sum of vectors  , 
 , and  , therefore: 
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Through matrix transformation, we can obtain: 
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By combining the above equations (8)-(14), the six-degree-of-freedom trajectory 
equation for rockets can be obtained [7,8]. 

Flight Performance Analysis 
a) Flight Phases 

(10)

(9)

(11)

(12)

(13)

(14)

a) Flight Phases.
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(a) 

 

 
(b) 

Figure 6 Vertical Motion parameters vs. Time of ZZ-1 rocket over a time interval (0, 
600 s) of the entire flight (a) and during the rocket flight stage (0, 100 s) – region 1 (b) 

The flight trajectory is divided into four phases: 
1. Powered ascent (0 – 2.3s): Rapid acceleration under motor thrust, peaking at 

377 m/s². Structural loads are highest in this phase. 
2. Ballistic coast (2.3 – 20.7s): After burnout, the rocket coasts upward. Crossing 

the transonic regime, drag peaks, but aerodynamic shaping mitigates shock formation. 
3. Apogee and separation (20.7s): At 3078m altitude, velocity decreases to near 

zero. The recovery system is deployed, separating the payload and motor sections. 
4. Descent and landing (20.7s–touchdown): Both sections descend under para-

chutes, ensuring a safe landing with minimal impact energy. 
a) Dynamic Analysis of Stability Margin During Flight 
Although performance targets are met, the static margin of only 0.42 calibers in-

dicates marginal stability. In turbulent or windy conditions, the rocket could experience 
significant pitch or yaw excursions. Improving aerodynamic stability through design 
adjustments will be essential for consistent real-world performance. 
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4. Descent and landing (20.7s–touchdown): Both sections descend under para-
chutes, ensuring a safe landing with minimal impact energy. 

b) Dynamic Analysis of Stability Margin During Flight 
Although performance targets are met, the static margin of only 0.42 calibers indicates 
marginal stability. In turbulent or windy conditions, the rocket could experience signif-
icant pitch or yaw excursions. Improving aerodynamic stability through design adjust-
ments will be essential for consistent real-world performance. 

 
(a) 

 
(b) 

Figure 7 Stability vs. Time of ZZ-1 rocket over a time interval (0, 600 s) of the en-
tire flight (a) and during the rocket flight stage (0, 90 s) – region 1 (b) 

 
After the engine ignition, the stability margin (blue line) of the rocket rapidly in-

creases from near zero, reaching a peak of approximately 1.4 radial lengths at about 2.5 
seconds. This trend is typical: as the velocity increases, especially in the transonic re-
gion, the center of pressure (CP, red line) moves backward, increasing the distance 
from the center of gravity (CG, green line), resulting in an increase in stability margin. 
Subsequently, the margin slightly decreases and stabilizes at approximately 0.8 radial 
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a) Flight Phases 

b) Dynamic Analysis of Stability Margin During Flight 
 
After the engine ignition, the stability margin (blue line) of the rocket rapidly in-

creases from near zero, reaching a peak of approximately 1.4 radial lengths at about 2.5 
seconds. This trend is typical: as the velocity increases, especially in the transonic re-
gion, the center of pressure (CP, red line) moves backward, increasing the distance 
from the center of gravity (CG, green line), resulting in an increase in stability margin. 
Subsequently, the margin slightly decreases and stabilizes at approximately 0.8 radial 
lengths until the engine shuts down. Throughout the entire powered flight phase, the 
stability margin remains positive, ensuring the controllability and attitude rigidity of 
the rocket under maximum dynamic pressure conditions [9,10]. 

c) Dynamic Analysis of Attitude During Flight 
The rocket ignited and left the launch rail at approximately t = 1.5 s, entering the 

powered ascent phase. During this phase, the vehicle's vertical orientation (green 
curve) was stably maintained at 90°, indicating a near-perfect vertical trajectory and 
effective attitude hold. Concurrently, the angle of attack (blue curve), after a minor 
initial perturbation, rapidly converged to and remained near 0°. This provides strong 
evidence of the rocket's excellent longitudinal aerodynamic stability. This stability 
ensures that the vehicle flew with a minimal frontal cross-section through the region of 
maximum dynamic pressure, thereby reducing aerodynamic drag and enhancing flight 
efficiency [11,12]. 

 

(a) 
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(b) 

Figure 8 Angle of attack and orientation vs. time of ZZ-1 rocket over a time interval (0, 
600 s) of the entire flight (a) and during the rocket flight stage (0, 40 s) – region 1 (b) 

In contrast, the lateral orientation (red curve) exhibited violent, high-frequency 
oscillations during this phase, with the azimuth fluctuating rapidly between approxi-
mately 30° and 170°. This phenomenon indicates a significant roll anomaly while the 
motor was burning.  

Conclusion 
This study successfully demonstrates the comprehensive design and simulated 

flight performance of a geophysical rocket constructed entirely from PETG using addi-
tive manufacturing. The six-degree-of-freedom (6-DOF) flight simulation indicates the 
vehicle is capable of reaching an apogee of 3078 m and a peak velocity of 493 m/s 
(Mach 1.46), propelled by a maximum acceleration of 377 m/s² (38.4 G). These results 
provide strong theoretical evidence that 3D-printed PETG structures can withstand the 
significant aerodynamic and structural stresses inherent in transonic and supersonic 
flight regimes. Furthermore, the dynamic analysis confirmed positive flight stability 
throughout the critical powered ascent phase (0–2.3 s), with a static margin peaking at 
approximately 1.4 calibers. The simulation showed the vehicle’s angle of attack con-
verging rapidly to near-zero, validating the aerodynamic design’s ability to maintain a 
stable, low-drag vertical trajectory. This modeling effort confirms the feasibility of the 
proposed modular architecture and material choice for demanding flight profiles. 
Building on this validated model, future work will prioritize the fabrication and empiri-
cal testing of a physical prototype. This vehicle will be integrated with an avionics 
suite to capture real-world flight data, which is essential for refining the simulation 
models presented herein. Additionally, research into advanced materials, such as car-
bon fiber reinforced plastics (CFRP), will be conducted to enhance structural and ther-
mal performance for missions involving higher-thrust motors. In conclusion, this re-
search establishes a robust design framework for the rapid and low-cost development 
of geophysical rockets, showcasing the significant potential of additive manufacturing 
to advance aerospace research and education. 
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search establishes a robust design framework for the rapid and low-cost development of 
geophysical rockets, showcasing the significant potential of additive manufacturing to 
advance aerospace research and education.

LIST OF REFERENCES
1. Perkins, E. W. NACA RM A52H28: Theoretical Hap for Minimum Pre Me Drag Derived 

by Von Karman and by Haack / E. W. Perkins. – Washington : National Advisory Committee for 
Aeronautics, 1958. – 598 p.

2. NASA Sounding Rockets User Handbook / R.H. Burth [et al.] [Electronic resource]. – 
2025. – URL: https://sites.wff.nasa.gov/code810/files/SRHB.pdf. (date of access: 11.09.2025).

3. Sutton, G. P. Rocket Propulsion Elements / G. P. Sutton, O. Biblarz. – New York : John 
Wiley & Sons, 2016. – 767 p.

4. Navarrete, L. Sounding Rockets: analysis, simulation and optimization of a solid propellant 
motor using Hopsan / L. Navarrete, P. Krus // Transportation Research Procedia. – 2018. – Vol. 
29. – P. 255–267. doi: 10.1016/j.trpro.2018.02.023.

5. Integration validation of key components for small geophysical rockets / Y. Yun [et 
al.] // Aerospace Science and Technology. – 2020. – Vol. 100. – P. 105823. doi: 10.1016/j.
ast.2020.105823.

6. Kumar, D. Design and Structural Analysis of Solid Rocket Motor Casing Hardware used 
in Aerospace Applications / D. Kumar, S. Nayana, S. Shree // Journal of Aeronautics & Aerospace 
Engineering. – 2016. – Vol. 5(2). – P. 1000166. doi: 10.4172/2168-9792.1000166.

7. Surface-Modified Electrospun Glass Nanofibers from Silane Treatment and Their Use for 
High-Performance Epoxy-Based Nanocomposite Materials / A. Mali [et al.] // Materials. – 2023. 
– Vol. 16. – P. 6817. doi: 10.3390/ma16206817.

8. Bista, N. Additive Manufacturing of Rocket Propulsion System: A Review. / N. Bista, S. 
A. Gampa, V. Dharaiya // Journal of Materials and Metallurgical Engineering. – 2022. – Vol. 12 
(2). – P. 1–9. doi: 10.37591/JoMME.

9. Development of the Polish Small Sounding Rocket Program / A. Okninski [et al.] // Acta 
Astronautica. – 2015. – Vol. 108. – P. 46–56. doi: 10.1016/j.actaastro.2014.12.001.

10. Khan, M. A. Conceptual Design and Structural Analysis of Solid Rocket Motor Casing / 
M. A. Khan, B. K. Chaitanya, E. R. Cholleti // International Journal of Computational Engineering 
Science. – 2017. – Vol. 7(2). – P. 23–28. 

11. Zipfel, P. Modeling and Simulation of Aerospace Vehicle Dynamics / P. Zipfel. – Reston : 
American Institute of Aeronautics and Astronautics, 2001. – 551 p. doi:10.2514/4.107535.

12. Aircraft control and simulation / B. L. Stevens, F. L. Lewis, E. N. Johnson. – New York : 
John Wiley & Sons, 2016. – 764 p.

Received by the editors on 02.12.2025
Contacts: rct.gaozh@bsu.by (Runchen Gao, Faxin Shen, Spiridonov Аlexander 

Alexandrovich)

Гао Жуньчэнь, Шэнь Фасинь, Спиридонов А. А. ПРОЕКТИРОВАНИЕ И 
АНАЛИЗ ЛЕТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ГЕОФИЗИЧЕСКОЙ РАКЕТЫ 
ZENGZHANG-1, СОЗДАННОЙ ПО ТЕХНОЛОГИИ 3-D ПЕЧАТИ

Представлены конструкция и результаты численного анализа движения двух-
ступенчатой модульной геофизической ракеты Zengzhang-1. Анализ динамики полета 
ракеты длинной 1795 мм, диаметром 131 мм, массой 8797 г для заданного профиля 
силы тяги ракетного двигателя L2200G позволил оценить максимальные высоту по-
лета 3078 м, скорость движения 493 м/с (1,46 Маха) и ускорение 377 м/с². Компоновка 
ракеты и применение стабилизаторов обеспечивает положительный запас устойчи-
вости и ее управляемость на активном и баллистическом участках полета. Модели-
рование углового движения ракеты показало, что полет происходит вертикально с 
минимальным лобовым сопротивление на всем участке полета вплоть до разделения.

Ключевые слова: геофизическая ракета, технологии аддитивного производ-
ства, запас устойчивости, динамика полета ракеты.



МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ                51

  

УДК 579.8:631.8:631.46:633.14 

ВЛИЯНИЕ БИОПРЕПАРАТА ГРАМИСИЛ В ПОСЕВАХ ОЗИМОЙ 
ПШЕНИЦЫ НА МИКРОБОЦЕНОЗ ПОЧВЫ
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На основе микробиологического анализа биопрепарата Грамисил, приме-
нявшегося для прикорневой подкормки озимой пшеницы в фазе кущения в осенний 
и весенний периоды, изучено его влияние на микробные процессы в почвах юго-вос-
точного региона Беларуси. Установлено, что сроки внесения не оказывают су-
щественного воздействия на трансформацию почвенных белковых соединений. 
Анализ эколого-трофических коэффициентов и индексов показал, что направлен-
ность ключевых процессов деструкции промежуточного органического вещества 
и его начальной гумификации остается неизменной независимо от периода при-
менения препарата. 

Ключевые слова: озимая пшеница, микробоценоз почвы, эколого-трофиче-
ские группы почвенных микроорганизмов, Грамисил.

Введение
Уникальный по своим характеристикам биопрепарат Грамисил спроектирован 

в Институте микробиологии НАН Беларуси. Состав препарата и результаты на-
чальных тестов по эффективности его использования для роста и развития озимой 
пшеницы представлены в [1]. Ранее нами было проанализировано влияние Грами-
сила в однолетнем полевом опыте в посевах озимого ячменя на взаимоотношения 
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основных эколого-трофических групп микроорганизмов [2]. Другие сведения по 
исследованию действенности применения микробного препарата Грамисил в ли-
тературе отсутствуют. 

Следует подчеркнуть, что на текущий период производство сельскохозяй-
ственной продукции развивается в рамках направления устойчивого сельского 
хозяйства, максимально соответствующее экологическому подходу в земледелии 
и растениеводстве. В этом научном и производственном проекте предполагается 
активное использование микроорганизмов в составе микробных препаратов как 
дополнительный и, возможно, основной источник необходимых растениям микро- 
и макроэлементов [3], в частности фосфора [4].

В аналитическом обзоре [3] обсуждаются экспериментальные работы иссле-
дователей в разных странах мира на тему увеличения плодородия почвы с целена-
правленным привлечением консорциума почвенных микроорганизмов. При этом 
авторы отмечают, что производители микробных препаратов заинтересованы в их 
тестировании в реальных полевых почвенных условиях, что практически не вы-
полняется, и в определении позитивного эффекта от использования на плодородие 
в агробиоценозах. Таким образом несомненна актуальность темы данного иссле-
дования.  

Методы исследования
Исследования выполняли на протяжении двух лет в осенне-весенний период 

2023–2025 годов на землях агрокомбината «Южный» вблизи н. п. Лопатино Го-
мельского района Гомельской области. Объект исследований – активность основ-
ных групп микроорганизмов при обработке биопрепаратом Грамисил в посевах 
озимой пшеницы.

Опыт был заложен на дерново-подзолистой легкосуглинистой почве на посе-
вах озимой пшеницы сорта «Амелия»: 

1) контроль (к) – без обработки посевов биопрепаратом Грамисил;
2) обработка посевов озимой пшеницы биопрепаратом Грамисил (опыт (о)). 
В эксперименте изучали два срока внесения биопрепаратов: 1) в осенний пе-

риод – в фазу начало кущения; 2) в весенний период – в фазу кущения; с нормой 
расхода биопрепарата, равной 3 л/га.

Отбор почвенных образцов выполняли по следующим фазам роста и развития 
озимой пшеницы: кущения, выход в трубку, цветения, восковая спелость. Закладка 
опытов, количественный учет микробного сообщества почвы, статистический ана-
лиз проводили согласно общепринятому алгоритму работы [2].

Основная часть
По данным Гомельоблгидромета, метеоусловия в вегетационный период 

2024 года характеризовались существенными колебаниями температуры воздуха 
и осадками по декадам, что в некоторые месяцы отразилось на неравномерном 
выпадении осадков [5], и что могло оказать отрицательное воздействие на рост 
и развитие почвенных микроорганизмов [6]. В исследуемый период 2025 года на 
территории Гомельской области температурный режим отличался  высокой кон-
трастностью как по декадам внутри месяца, так и между разными месяцами. В от-
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ношении осадков отмечены благоприятные условия по влагообеспеченности для 
роста и развития сельскохозяйственных культур [7, 8].

Влажность почвы менялась в соответствии с климатическими характеристи-
ками за анализируемый вегетационный период.

В частности, начальный показатель влажности почвы (ее забор был выпол-
нен в ноябре 2023 года и в конце апреля 2024 года) составил 21,7–27,3%, что ха-
рактеризует обеспеченность почвы водой на оптимальном уровне. В дальнейшем 
при отборе почвы в мае выявлено снижение влажности почвы до 12,4–16,4%. Для 
образцов почвы к3 и о3, отобранных в конце второй декады июля отмечено суще-
ственное снижение показателя влажности почвы до 0,9–2,2%. Напоминаем, что 
в июле количество осадков суммарно составило 84% нормы, что характеризует 
данный летний месяц как засушливый период. 

В 2025 году в вегетационном периоде на колебания значений коэффициента влаж-
ности почвы оказало влияние перераспределение осадков по декадам месяца. Напри-
мер, в первой декаде мая установлено значение показателя на уровне 7,4–9,1%, в то 
время как в третьей декаде отмечали чрезмерное количество осадков [7]. Соответ-
ственно, и значения коэффициента влажности почвы возросли до 14,9 и 18,2%. 
Далее для июньских образцов почвы отмечено существенное снижение показателя 
влажности почвы до 8,2–9,1%. Несомненно, почвенная вода обусловливает жизне-
деятельность представителей как эукариот, так и прокариот. 

Численность представителей изучаемого микробоценоза почвы при осеннем 
и весеннем внесении препарата Грамисил в посевах озимой пшеницы 2024 года 
показана, соответственно, в таблицах 1 и 2. 

Динамика снижения численности по большинству изучаемых групп микро-
организмов от фазы кущения или фазы выход в трубку к фазе восковая спелость в 
контрольных образцах почвы, установленная при обоих сроках внесения биопре-
парата, в первую очередь объясняется метеорологическими условиями вегетаци-
онного периода 2024 года, которые сказались на уменьшении влажности почвы от 
21,7 % в мае до 0,9 % в июле. 

Следует отметить статистически достоверное однонаправленное действие те-
стируемого биопрепарата в отношении большинства изученных групп микроорга-
низмов почвы, отобранной в фазе выход в трубку, независимо от сроков внесения 
Грамисила. В частности, в опыте «осеннее внесение биопрепарата» в указанную 
фазу установлено существенное снижение численности представителей всех ана-
лизируемых экологических ниш, кроме группы фосфатмобилизующих бактерий, у 
которых, наоборот, наблюдали возрастание численности в 4 раза по сравнению со 
значением контрольного варианта. В почве, отобранной в фазе восковая спелость, 
только по отдельным группам бактерий отмечено достоверное уменьшение пока-
зателя КОЕ/г при обоих сроках внесения Грамисила. В почве, отобранной в фазе 
кущения при осеннем внесении биопрепарата, также отмечали существенное сни-
жение численности для представителей группы аммонифицирующих и фосфатмо-
билизующих бактерий, соответственно, в 1,8 и 2,5 раза. В то время как в 1,8 раза 
возросла численность амилолитических микроорганизмов (таблица 1).
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Таблица 1 – Численность представителей микробоценоза почвы при осеннем вне-
сении биопрепарата Грамисил в посевах озимой пшеницы, 

КОЕ/г абс.сух. почвы х 106 (2024)
Группа микроорга-

низмов
Фаза кущения Фаза выход в трубку Фаза восковая спелость
к1 о1 к2 о2 к3 о3

аммонифицирую-
щие 40,8±6,2

28,6±0,9*
30,9±3,5

8,4±1,1*
19,9±2,6

18,9±4,7

споровые аммони-
фикаторы

1,8±0,3 2,8±0,5 2,8±0,2 1,5±0,2* 1,4±0,3 2,0±0,1

амилолитические 28,6±2,4 44,7±2,5* 46,2±1,5 16,1±1,5* 27,6±2,8 29,5±2,6
фосфатмобилизу-
ющие

2,5±0,1 0,1±0,1* 0,1±0,03 0,4±0,06* 0,2±0,1 0,01±0,007*

олигонитрофиль-
ные 32,1±5,4

40,0±3,2
28,3±1,0

20,3±2,6*
26,7±3,4

28,4±4,1

олигокарбофиль-
ные 50,7±8,6

69,0±6,2
61,0±1,5

18,2±3,3*
26,5±2,7

18,6±3,6*

автохтонные 52,0±8,2 50,8±4,1 53,4±3,2 10,5±0,9* 30,0±1,6 15,5±0,9*
микромицеты, х 
103

19,0±1,1 11,0±0,7* 7,8±0,4 4,1±0,4* 6,4±0,1 7,9±0,04*

Примечание: *статистически достоверно при p <0,05 по сравнению с соответ-
ствующим контролем

В опыте «весеннее внесение Грамисила» во всех экологических нишах отме-
чали в опытных образцах либо существенное снижение численности представите-
лей изучаемого микробного сообщества почвы, либо сопоставимое с контрольным 
образцом количественное участие (таблица 2). 

Таблица 2 – Численность представителей микробоценоза почвы при весеннем 
внесении биопрепарата Грамисил в посевах озимой пшеницы, 

КОЕ/г абс.сух. почвы х 106  (2024)

Группа микроорганизмов Фаза выход в трубку Фаза восковая спелость
к2 о2 к3 о3

аммонифицирующие 30,9±3,5 25,3±2,3 16,4±3,3 16,5±5,1
споровые аммонификаторы 2,7±0,2 2,5±0,2 1,8±0,1 1,0±0,1*
амилолитические 46,2±1,5 31,4±2,0* 25,7±6,2 33,4±1,8
фосфатмобилизующие 0,1±0,03 0,04±0,02* 0,02±0,01 0,02±0,01
олигонитрофильные 28,3±1,0 28,7±4,0 18,7±1,8 17,1±2,5
олигокарбофильные 60,9±1,5 50,0±3,7* 42,9±4,5 31,2±2,1*
автохтонные 53,4±3,2 29,8±5,8* 14,8±0,3 18,8±2,2
микромицеты, х 103 7,8±0,4 8,2±0,8 7,3±0,5 6,5±0,6

Примечание: *статистически достоверно при p <0,05 по сравнению с соответ-
ствующим контролем

Такие данные свидетельствуют о влиянии засушливого периода на числен-
ность микроорганизмов опытных вариантов в большей степени по сравнению с 
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контролем. Здесь в отношении опытных образцов можно предположить активиза-
цию энергозатратных процессов адаптации к засухе у бактерий, в том числе при 
участии комплекса микроорганизмов биопрепарата Грамисил. Напоминаем, что 
бактерии комплекса способны продуцировать фермент АЦК-дезаминазу, которая 
способна снижать уровень «стрессового этилена» у растений, предотвращая у них 
подавление роста, более быстрое старение, способствуя устойчивости к засухе [9]. 
И такой эффект частично сохраняется и на стадии восковой спелости, когда чис-
ленность микроорганизмов в опытных образцах уже в меньшей степени отличает-
ся от значений в контроле при более жестких условиях засухи, когда коэффициент 
влажности почвы равен 0,9 %. Если говорить конкретно о пшенице, то следует 
упомянуть обзор [10], в котором рассматриваются различные фундаментальные 
механизмы взаимодействия Bacillus spp. с растениями пшеницы в условиях засу-
хи, которые могут быть использованы, с точки зрения автора обзора, для разработ-
ки микробных препаратов и их применения в экологически ориентированной тех-
нологии культивирования упомянутого злака в условиях неустойчивого климата.

Рассмотрим влияние сроков внесения биопрепарата Грамисил (осенний и ве-
сенний сроки) на количественный состав и качественный спектр представителей 
почвенного микробоценоза в образцах почвы, отобранных в полевых посевах ози-
мой пшеницы 2025 года.

Таблица 3 – Численность представителей микробоценоза почвы при осеннем вне-
сении биопрепарата Грамисил в посевах озимой пшеницы, 

КОЕ/г абс.сух. почвы х 106 (2025)

Группа микроорга-
низмов

Фаза кущения Фаза выход в трубку Фаза цветения
к1 о1 к2 о2 к3 о3

аммонифицирую-
щие 24,3±4,0

24,8±0,9
26,8±4,9

8,8±0,4*
31,4±1,5

15,8±3,0*

споровые аммони-
фикаторы

2,3±0,1 1,7±0,1* 2,3±0,3 32,6±3,2* 2,7±0,1 2,0±0,1

амилолитические 30,4±2,1 15,0±0,4* 35,3±3,2 13,3±1,1* 45,1±2,0 18,1±2,7*
фосфатмобилизу-
ющие

0,4±0,02 0,2±0,03* 0,2±0,03 0,2±0,01 0,2±0,02 0,2±0,01

олигонитрофильные 31,0±0,5 11,5±0,9* 35,2±3,6 14,6±1,4* 42,2±3,1 31, 3±6,1
олигокарбофильные 45,3±3,1 41,5±4,1 30,2±2,6 34,2±5,8 9,5±0,3 15,5±2,6
автохтонные 70,8±6,5 19,9±3,3* 18,2±2,6 4,9±0,7* 24,0±0,6 11,4±1,2*
микромицеты, х 103 38,1±3,5 142,2±2,4* 11,8±0,7 60,2±5,9* 31,6±2,7 86,5±1,9*

Примечание: *статистически достоверно при p <0,05 по сравнению с соответ-
ствующим контролем

Таблица 4 – Численность представителей микробоценоза почвы при весеннем 
внесении биопрепарата Грамисил в посевах озимой пшеницы, 

КОЕ/г абс.сух. почвы х 106 (2025)
Группа микроорганизмов Фаза выход в трубку Фаза цветения

к2 о2 к3 о3
аммонифицирующие 26,8±4,9 13,3±2,3* 31,4±1,5 14,3±3,0*
споровые аммонификаторы 2,3±0,3 1,7±0,1 2,7±0,1 23,3±1,5*
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амилолитические 35,3±3,2 14,8±1,0* 45,1±2,0 45,5±6,5
фосфатмобилизующие 0,2±0,03 0,3±0,07* 0,2±0,02 0,2±0,1
олигонитрофильные 35,2±3,6 15,5±1,7* 42,2±3,1 25,8±3,6*
олигокарбофильные 30,2±2,6 30,5±4,2 9,5±0,3 15,3±5,2
автохтонные 18,2±2,6 4,7±1,3* 24,0±0,6 72,5±9,6*
микромицеты, х 103 11,8±0,7 39,1±5,9* 31,6±2,7 118,4±3,5*

Примечание: *статистически достоверно при p <0,05 по сравнению с соответ-
ствующим контролем.

При анализе данных таблиц 3 и 4 установлено, что большая часть представи-
телей зимогенной и олиготрофной экологических ниш на всех фазах отбора почвы, 
независимо от сроков внесения биопрепарата, в опытных вариантах по отношению 
к контрольным значениям сохраняет одинаковую направленность в изменении по-
казателя КОЕ/г. Чаще это либо сопоставимая с контролем численность, либо суще-
ственное снижение численности микроорганизмов. По группе «споровые аммо-
нификаторы» отмечена несколько иная реакция. В частности, при осеннем внесе-
нии биопрепарата установлено резкое в 14 раз увеличение численности бактерий 
почвы, отобранной в фазу выхода в трубку (таблица 3). В образцах, отобранных 
в фазу цветения, выявлен возврат численности в опытном варианте к контроль-
ному значению. При весеннем внесении биопрепарата подобный пик численно-
сти споровых аммонификаторов установлен для опытных образцов, отобранных 
в фазу цветения (таблица 4). Для пояснения упомянутых опытных данных по спо-
ровым аммонификаторам, большинство из которых представлены аэробными ви-
дами рода Bacillus, следует, во-первых, указать на изменение влажности почвы по 
срокам ее отбора: 7,4–9,1 % (в фазе кущения), 14,9–18,2 % (в фазе выход в труб-
ку), 8,2–9,1 % (в фазе цветения), т. е. засушливый период чередуется с умеренной 
влажностью почвы. Во-вторых, в многочисленных исследованиях доказано, что 
Bacillus spp. являются природными регуляторами роста, относящимися к группе 
PGPB (Plant Growth-Promoting Bacteria), стимулирующих рост растений [10] и ре-
ализующих их адаптивный потенциал при неблагоприятных условиях среды. Мы 
можем констатировать задержку активного роста и развития спорообразующих 
бактерий, которая выразилась в увеличении показателя КОЕ/г при весеннем вне-
сении биопрепарата в фазе цветения по сравнению с более ранним проявлением 
активности роста бактерий в фазе выход в трубку при обработке биопрепаратом 
в осенний период. Однако имеющиеся в литературе результаты, тем не менее не 
позволяют четко определить механизмы Bacillus-опосредованной засухоустойчи-
вости пшеницы, а наоборот поднимают множество новых вопросов, связанных в 
том числе с метаболическими путями бацилл [10].

Отдельно следует упомянуть представителей автохтонной экологической 
ниши, относящейся к коренной почвенной микробиоте, которая контролирует 
процессы разложения специфического органического вещества, трансформации 
и продуцирования гумусовых соединений почвы. Как известно, при нормальном 
питательном режиме автохтонная микробиота обычно не доминирует [11]. Таким 
образом, полученные в эксперименте существенно сниженные по сравнению с 
контролем значения численности микроорганизмов опытных вариантов свиде-
тельствуют об оптимальном количественном и качественном составе их питатель-

Продолжение таблтцы 4
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ного субстрата, независимо от сроков внесения Грамисила. Активное развитие ав-
тохтонных микроорганизмов было отмечено при весеннем внесении биопрепарата 
в образцах почвы, отобранной в фазе цветения, о чем свидетельствует значение 
КОЕ/г равное 72,5±9,6 (таблица 4). Обращаем внимание, что аналогичный резуль-
тат (70,85±6,5 КОЕ/г) был получен для контрольного варианта к1, при отборе по-
чвы в фазе кущения в опыте «осеннее внесение биопрепарата» (таблица 3). Как 
известно, обсуждаемая микробиота не способна усваивать элементы питания из 
легкодоступного органического вещества. Автохтонные микроорганизмы исполь-
зуют только специфические органические компоненты почвы различной степени 
гумификации как источник энергии и субстраты биосинтетических процессов. 
По-видимому, после зимнего и ранневесеннего периода в почве происходит нако-
пление разных форм гумусовых компонентов, что могло повлиять на активизацию 
микроорганизмов автохтонной группы, в то время как на протяжении исследуемо-
го вегетационного периода действие биопрепарата Грамисил подавляет процессы 
изменения гумусового режима почвы. Упомянутое значение КОЕ/г в опыте, равное 
72,5±9,6, с нашей точки зрения, частично объясняется также активизацией пред-
ставителей микромицетов.

В отношении микромицетов миксотрофно-синтетической экологической 
ниши следует подчеркнуть существенное возрастание показателя КОЕ грибных 
зачатков/г в опытных вариантах по сравнению с контролем, независимо от сро-
ков внесения биопрепарата и сроков отбора почвы. Как известно, микромицеты 
активно участвуют в процессах деструкции и трансформации как свежего, так и 
промежуточного, и специфического вещества почвы, включая продуцирование 
пигментов гумусовых соединений. 

Проанализируем влияние биопрепарата Грамисил на эколого-трофические 
индексы и коэффициенты (таблица 5).
Таблица 5 – Влияние биопрепарата Грамисил на эколого-трофические индексы и 

коэффициенты
Показатели Фаза ку-

щения
Фаза выход в трубку Фаза цветения/воско-

вая спелость 
к1о о1о к2о о2о к2в о2в к3о о3о к3в о3в

2024 год
коэффициент минерализации 0,7 1,6 1,5 1,9 1,5 1,2 1,4 1,6 1,6 2,0
индекс олиготрофности 1,2 2,4 2,0 2,2 2,0 2,0 1,3 1,0 2,6 1,9
коэффициент педотрофности 1,3 1,8 1,7 1,2 1,7 1,2 1,5 0,8 0,9 1,1

2025 год
коэффициент минерализации 1,3 0,6 1,3 1,5 1,3 1,1 1,4 1,2 1,4 3,2
индекс олиготрофности 1,9 1,7 1,1 3,9 1,1 2,3 0,3 1,0 0,3 1,1
коэффициент педотрофности 2,9 0,8 0,7 0,6 0,7 0,4 0,8 0,7 0,8 5,1

Примечание: о – осеннее внесение биопрепарата; в – весеннее внесение био-
препарата

На основании микробиологического анализа отобранных образцов почвы 
установлено, что на протяжении двух лет исследования в опытных вариантах по 
сравнению с контрольными доминировали иммобилизационные процессы либо 
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незначительно снижались во всех сроках отбора. Имеет смысл акцентировать вни-
мание на значении коэффициента минерализации, равное 3,2, определенное для 
опытного образца почвы, отобранного в фазе цветения в 2025 году. Такая величина 
значения может указывать на повышение скорости разложения гумуса. Существен-
ную разницу более чем в 2 раза отмечали в образцах почвы, отобранной в фазе ку-
щения: в 2024 году – в сторону увеличения коэффициента минерализации, в 2025 
году – в сторону уменьшения значения коэффициента минерализации.  В первом 
случае это определено сильным развитием аммонификаторов, что указывает на 
большую обеспеченность почвы аммиачным азотом, во втором случае снижается 
степень развития амилолитической части микробной флоры, и, соответственно, ее 
активность в связывании свободного азота [11]. Последнее подтверждается также 
существенным уменьшением численности олигонитрофильных бактерий, которые 
включают азотфиксирующие бактерии.

Не установлено существенного влияния сроков внесения биопрепарата под 
культуры на процессы превращения белковых соединений почвы. 

Индекс олиготрофности Аристовской характеризует активность олиготроф-
ной части почвенного микробоценоза, которая принимает участие в превращении 
промежуточного органического вещества до конечных продуктов специфического 
органического вещества, включающих, в частности, гуминовые кислоты, гумины 
и иные соединения. Значения индекса олиготрофности, установленные при изу-
чении почвенных образцов опытных вариантов исследуемых двух вегетационных 
периодов, вне зависимости от сроков внесения Грамисила, указывают на одинако-
вую направленность процессов (таблица 5). 

В то же время по годам есть отличия для образцов почвы, отобранных в фазах 
кущения и восковая спелость/цветение. Значение показателя «индекс олиготроф-
ности», полученный на основании анализа образцов почвы, отобранных в фазу 
кущения и равный 2,4 (в контроле – 1,2) свидетельствует о том, что биопрепарат 
Грамисил в 2024 году индуцировал замедление процессов деструкции промежу-
точного органического вещества, а в 2025 году аналогичные результаты получены 
в фазе выход в трубку (абсолютное снижение активности процессов биохимиче-
ского упрощения органических остатков) и фазе восковая спелость/цветение (от-
носительное замедление скорости процессов превращения в отношении значений 
контроля). Вышесказанное может указывать на переход изучаемого микробоцено-
за в более устойчивое состояние, близкое к состоянию климаксной системы [11]. 

Значения коэффициента педотрофности (таблица 5), установленные на осно-
вании изучения опытных образцов почвы обоих вегетационных периодов, в част-
ности с 1,7 до 1,2 и с 0,7 до 0,4, отобранных в фазе выход в трубку, свидетельству-
ют о снижении в большей или меньшей степени устойчивости изучаемого биогео-
ценоза к негативным воздействиям по сравнению с контролем в виду уменьшения 
величины анализируемого коэффициента. В данный период замедление процессов 
деструкции промежуточного органического вещества определяет снижение ак-
тивности процессов превращения специфического органического вещества почвы 
через реакции поликонденсации и полимеризации в гумусовые вещества почвы. 
В свою очередь, для опытных образцов почвы, отобранных в фазах кущения и 
восковой спелости/цветения, выявлена разная реакция по годам. Более высокое 
значение коэффициента педотрофности, равное 1,8 (в контроле 1,3), и значение 
5,1 (в контроле 0,8) свидетельствуют об усилении гумификации промежуточного 



МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ                59

вещества представителями олиготрофной микробной ниши, что инициирует ин-
тенсификацию процессов разложения, трансформации и продуцирования гумуса. 
Данные процессы существенно повышают устойчивость ценоза к негативным воз-
действиям со стороны прежде всего биотических факторов среды [11].

Заключение
На основании выполненного микробиологического изучения биопрепарата 

Грамисил, используемого для прикорневой подкормки в фазе кущения в двух сро-
ках (осенний и весенний периоды) в посевах озимой пшеницы, культивированной 
на почвах юго-восточного региона республики, установлено следующее: 

1) внесение биопрепарата Грамисил приводит для большинства представите-
лей микроорганизмов почвы зимогенной, олиготрофной, автохтонной экологиче-
ских ниш к достоверному снижению их численности по сравнению с контролем, 
что, вероятно, связано с активизацией энергозатратных процессов адаптивности 
представителей микробного сообщества опытных вариантов к меняющимся био-
тическим и абиотическим компонентам агроэкосистемы, включая стрессовые ме-
теоусловия;

2) значения эколого-трофических коэффициентов и индексов свидетельствуют 
об отсутствии существенного влияния сроков внесения биопрепарата под озимую 
пшеницу на процессы превращения белковых соединений почвы и на одинаковую 
направленность процессов деструкции промежуточного органического вещества и 
его начальной гумификации.
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Daineko N. M., Kontsevaya I. I., Timofeev S. F., Daineko D. V., Aiglovа E. A. 
INFLUENCE OF THE BIOPREPARATION GRAMISIL IN WINTER WHEAT 
CROPS ON AGRONOMICALLY VALUABLE GROUPS OF SOIL MICROOR-
GANISMS

A microbiological study of the biopreparation “Gramisil” used for root applica-
tion during the tillering phase of winter wheat in two application periods (autumn and 
spring) was conducted in the soils of the southeastern region of Belarus. The analysis of 
ecologo-trophic coefficients and indices revealed that the timing of the biopreparation 
application does not have a significant impact on the transformation processes of soil 
protein compounds. The study demonstrated a consistent direction in the processes of 
intermediate organic matter destruction and its initial humification, regardless of the 
application period. 

Keywords: winter wheat, soil microbiocenosis, ecologo-trophic groups of soil mi-
croorganisms, Gramisil.
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ВЛИЯНИЕ БИОЛОГИЧЕСКИХ ОСОБЕННОСТЕЙ 
ТРАВОСТОЯ И ПЛОТНОСТИ РАДИОАКТИВНОГО 

ЗАГРЯЗНЕНИЯ НА ПАРАМЕТРЫ ПЕРЕХОДА 137CS 
В МОЛОЧНО-МЯСНУЮ ПРОДУКЦИЮ КРС 
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Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины

С. Ф. Тимофеев
кандидат сельскохозяйственных наук, доцент
Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины

Проводили исследования поймы р. Сож, было установлено, что при выгульном со-
держании КРС в летний период в качестве корма можно использовать злаки и осоки при 
различной Qп. Введение в рацион КРС представителей подгруппы бобовые возможно лишь 
при Qп 35 Ки/км2 для выращивания молодняка на мясо. При стойловом содержании КРС 
в зимний период рекомендуется использовать в рационе скота сено, заготавливаемое из 
подгруппы многолетних злаковых трав. Между тем возможно введение в рацион КРС 
сена, заготавливаемого, в том числе из подгруппы многолетних бобовых трав при Qп 35 
и 14 Ки/км2, как для выращивания молодняка КРС на мясо, так и для лактирующих коров. 
Полученные результаты обуславливают комбинированное влияние параметров Qп и А на 
изменение значений КП (около 96%).

Ключевые слова: пойма, миграция 137Cs, молочно-мясная продукция, травянистые 
корма, крупный рогатый скот.

Введение
Развитие сельского хозяйства – это неотъемлемая составляющая экономики 

всего мира. В условиях конкуренции на мировом рынке создается спрос на каче-
ственные продукты питания. В сельскохозяйственном производстве Республики 
Беларусь важная роль отводится молочно-мясной промышленности, которая яв-
ляется важнейшим фактором развития устойчивой и стабильной экономики. Ка-
чество мясо-молочной продукции обусловлено многими факторами, в том числе 
содержанием радионуклидов.

Радиационное загрязнение представляет собой один из параметров, понижаю-
щих качества такой продукции. Потребление загрязненной радионуклидами пищи 
приводит к повышению доз внутреннего облучения населения [1]. Как известно, 
качество молочно-мясной продукции в немалой степени зависит от рациона сель-
скохозяйственных животных. Неотъемлемая часть последнего – это объемы потре-
бления и качество заготавливаемых кормов.

После катастрофы на ЧАЭС значительные площади луговых сообществ в 
поймах рек Днепр, Сож, Припять и их притоков оказались загрязнены долгоживу-
щими радионуклидами; из состава сельскохозяйственных были выведены земли, 
загрязненные 137Cs более 40 Ки/км2, и вошедшие в состав зон отчуждения и отсе-
ления. Площадь таких земель составила 216,3 тыс. га в Гомельской и 47,0 тыс. га 
в Могилевской областях [2, 3]. 

© Карпенко Н. И., Тимофеев С. Ф., 2026
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В настоящее время в сельскохозяйственном пользовании нашей страны нахо-
дится около 848 тыс. га земель, загрязненных 137Cs с плотностью от 1 до 40 Ки/км2, 
из которых 39,4% находятся в Гомельской и 19,7% в Могилевской областях. Как 
известно, основной задачей кормопроизводства является заготовка и производство 
кормов, соответствующих действующим нормативам [4]. Пойменные луга являют-
ся важнейшими экосистемами, используемыми в качестве сенокосно-пастбищных 
угодий. 

В условиях радиоактивного загрязнения заливных лугов 137Cs мигрирует в 
звене почва-растение-организм животного [5, 6]. Необходимо отметить, что пой-
менные луга даже при низкой плотности радиоактивного загрязнения (от 111 кБк/
м2 или от 3,0 Ки/км2) могут быть источником получения кормов с повышенным 
содержанием радионуклидов [7].

Луга в Республике Беларусь занимают более 3,2 млн га, на долю поймен-
ных приходится 5,2 % лугов. В Гомельской области всего 0,6 млн га лугов, из 
них пойменных – 92,1 тыс. га или более половины (54,6 %) всех пойм Беларуси. 
Значительные площади заливных лугов Гомельщины связаны с поймой рек Сож 
и Припять. Природные луга в пойме р. Сож являются важными природно-ланд-
шафтными комплексами и ценными естественными кормовыми угодьями [8]. Пой-
мы используются в основном для выгульного содержания крупного рогатого скота 
(далее КРС) в летний период. Основным компонентом рациона КРС при таком со-
держании является зеленый корм. В этом случае зеленые корма определяются как 
референтный компонент рациона. Стоит отметить существующие отличия между 
рационами кормления лактирующих коров, а также КРС, выращиваемого на мясо 
при стойловом содержании в зимний период. 

Основой рациона лактирующих коров в зимне-стойловый период содержания 
в большинстве случаев служат грубые корма, одним из которых является сено, а 
также различные концентраты, тогда как при откорме животных на мясо основной 
вклад в рацион вносит силос [9, 10, с. 42]. Так или иначе, поймы играют важную 
роль в сельскохозяйственном производстве, являясь источником получения деше-
вых кормов.

По нашему мнению, в условиях радиоактивного загрязнения необходимо про-
должение мониторинговых исследований заливных лугов, которые используются 
в сельском хозяйстве как в качестве пастбищ, так и в качестве сенокосов.

Так как точность прогнозирования накопления 137Cs в сочных и грубых кормах 
зависит от значений показателей коэффициента пропорциональности или перехо-
да (далее КП), которые, в свою очередь, изменяются под воздействием следующих 
факторов: тип почвы и ее свойства, время поступления радионуклидов в почву, 
климатические условия и др., в виду этого необходимо регулярно актуализировать 
их значения.

В наших исследованиях изучали фрагмент поймы р. Сож, который с различ-
ной регулярностью используется в качестве пастбища для КРС. Исследуемый 
фрагмент поймы располагается в окрестностях нп. Шерстин Ветковского района 
Гомельской области. 

Цель исследования: на основании изучения параметров миграции 137Cs в звене 
почва-растение-организм оценить переход 137Cs в мясо-молочною продукцию КРС 
при различной плотности загрязнения.
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Задачи исследования:
1) Оценить значения коэффициента пропорциональности или перехода в зве-

не почва-растение для травостоя пойменного луга.
2) Определить концентрацию 137Cs (Апр) в мясо-молочной продукции при раз-

личной плотности загрязнения (Qп).
3) Выявить влияние биологических особенностей растений и плотности радио-

активного загрязнения на прогнозные параметры накопления 137Cs в молоке и мясе.
Методы исследования: полевой, гамма-спектрометрический, статистический 

анализ. Полевые исследования проводились путем отбора проб растительных об-
разцов в фазе укосной спелости. Растения срезали, после чего с помощью «Опре-
делителя высших растений Беларуси» [11], а также пакетов цифровых прикладных 
программ PlantNet и PictureThis определяли видовой состав растительности. Со-
пряженные почвенные образцы отбирали методом учетных площадок. Для опре-
деления плотности загрязнения выполняли отбор кернов почвы послойно, шагом 
5 см, на глубину до 20 см специализированным пробоотборником с внутренним 
диаметром 8,3 см. Конструкция прибора минимизировала смещение слоев почвы. 
Среднюю пробу для спектрометрирования отбирали методом квартования [12 c. 
17–19]. В камеральных условиях путем использования бета-гамма-спектроме-
тра МКС-АТ1315 изучали параметры содержания 137Cs в почвенно-растительных 
пробах. Спектрометрический анализ отобранных проб выполняли в Институте                   
радиобиологии НАН Беларуси. Статистическую обработку результатов исследова-
ний проводили по Б. А. Доспехову [13].

Основная часть
Как упоминали ранее, проводили исследования фрагмента пойменного луга  

р. Сож. На территории поймы периодически осуществляют летний выпас КРС. 
Данная периодичность имеет нерегулярный характер, в целом пойма используется 
в качестве пастбища в основном в летнее время. Кроме того, некоторые фрагменты 
луговых угодий задействованы в качестве объектов для заготовки сена.

На основании ранее проведенных исследований путем анализа удельной актив-
ности 137Cs в почвенных образцах было установлено, что средняя плотность загряз-
нения (Qп) изучаемой территории радионуклидом 137Cs варьировала от 1288 кБк/м2 в 
2019 г., 540 кБк/м2 в 2022 г. до 532 кБк/м2 в 2025 г. или 35 Ки/км2 в 2019 г., 15 Ки/км2 в 
2022 г. и 14 Ки/км2 в 2025 г. Такая вариабельность параметров загрязнения, вероятно, 
обусловлена неравномерностью и нерегулярностью затопления поймы. 

Необходимо отметить, что до 2015 г. затопление пойменного луга наблюда-
лось систематически. Начиная с 2015 г., на фоне изменения климата нами было 
отмечено прекращение затопления поймы вплоть до 2021 года. После длительного 
периода отсутствия затопления пойменного луга в весенний период 2022 г. было 
зафиксировано половодье, которое прослеживалось до 2025 г. включительно. По 
данным Государственного учреждения «Республиканский центр по гидрометео-
рологии, контролю радиоактивного загрязнения и мониторингу окружающей сре-
ды», а также нашим наблюдениям, в результате сезонных паводков в Гомельской 
области отмечалось повышение уровня воды в реке Сож, а также на изучаемом 
участке. Вероятно, такие колебания в периодичности затопления поймы обуслав-
ливают неравномерность распределения радионуклида по горизонтам почвы, что 
выражается в полученных значениях плотности загрязнения.
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При проведении исследований на заранее подготовленных площадках, ис-
пользуемых для выпаса скота, а также заготовки грубых кормов, отбирали пробы 
растений. Растительные образцы представлены злаковыми, бобовыми, разнотрав-
ными и осоковыми агроботаническими подгруппами. Отобранные растения раз-
бирали и анализировали по видовому и агроботаническому составу. После чего 
высушивали до воздушно-сухого состояния, затем дополнительно просушивали 
в сушильном шкафу при температуре 60 оС до постоянной массы [14, с. 3–9], в 
последующем измельчали на роторной мельнице и определяли удельную актив-
ность 137Cs. При спектрометрировании растительных образцов использовали сосуд 
Маринелли объемом 0.5 л. Такая геометрия сосуда обеспечивает наилучшую плот-
ность наполнения, необходимую для получения наиболее достоверных результа-
тов удельной активности 137Cs в изучаемых пробах растений. Плотность радиоак-
тивного загрязнения (Qп) определяли путем пересчета удельной активности 137Cs в 
Бк/кг на массу почвы на 1 м2, то есть кБк/м2.

При проведении исследований, на основании рациона КРС, корма подразде-
ляли на две группы.

– Зеленая масса (влажность 82%) – при пастбищном кормлении в летний период. 
Эту группу подразделяли на агроботанические подгруппы растений (таблица 1).

Таблица 1 – Результаты значений КП 137Cs в изучаемых агроботанических 
подгруппах в зависимости от Qп 

№ п.п. Агроботаническая 
подгруппа Год Qп кБк/м2 / Ки/км2 КП Бк/кг:кБк/м2

1 злаковые
2019 1288 / 35 0,03
2022 540 / 15 0,15
2025 532 / 14 0,17

2 Бобовые
2019 1288 / 35 0,15
2022 540 / 15 0,56
2025 532 / 14 0,47

3 разнотравье
2019 1288 / 35 0,10
2022 540 / 15 0,32
2025 532 / 14 0,36

4 осоковые
2019 1288 / 35 0,04
2022 540 / 15 0,20
2025 532 / 14 0,11

– Сено (влажность 16%) – кормление КРС при стойловом содержании в зим-
ний период, представлено двумя подгруппами (таблица 2):

Таблица 2 – КП 137Cs в изучаемых подгруппах в зависимости от Qп

№ п.п. Подгруппа Год Qп кБк/м2 / Ки/км2 КП Бк/кг:кБк/м2

1
многолетние 

злаковые травы на 
пойменных землях

2019 1288 / 35 0,13
2022 540 / 15 0,71
2025 532 / 14 0,78

2
многолетние 

бобовые травы на 
пойменных землях

2019 1288 / 35 0,68
2022 540 / 15 2,56
2025 532 / 14 2,16
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Для определения концентрации радионуклида в сене использовали коэффици-
ент перехода или пропорциональности (КП), формула 1.

КП = А / Qп (1),
где КП – коэффициент перехода или пропорциональности Бк/кг:кБк/м2,
А – удельная активность Бк/кг,
Qп – плотность загрязнения почвы кБк/м2.
Для зеленой массы при расчете значений КП вводили поправочный коэффи-

циент, который равен 4,6 [8, с. 156], в результате чего формула 1 имела вид: 
КП = (А / 4,6) / Qп (2)
Для определения накопления 137Cs в молоке и мясе КРС в зависимости от кор-

мовой подгруппы и Qп использовали формулу 3 [15, с. 264–265]:
Апр = КП × Qп (3),
где Апр – концентрация радионуклида в продукте (кормовой подгруппе) для 

получения молока-говядины Бк/кг,
КП – коэффициент перехода радионуклида из почвы в продукт Бк/кг:кБк/м2,
Qп – содержание радионуклида в почве кБк/м2.
Полученные результаты представлены в таблице 3.

Таблица 3 – Прогноз концентрации 137Cs в продукте (молоке-говядине) 
в зависимости от кормовой подгруппы и Qп 

Год
Qп кБк/м2 / 

Ки/км2

Группа 
корма

Кормовая 
подгруппа

Апр, Бк/
кг

РДУ для 
получения 
мяса, Бк/кг

РДУ для 
получения 

молока цельного, 
Бк/кг

2019 1288 / 35

Зеленая 
масса

злаковые
37

240 165

2022 540 / 15 83
2025 532 / 14 89
2019 1288 / 35

бобовые
189

2022 540 / 15 301
2025 532 / 14 250
2019 1288 / 35

разнотравье
128

2022 540 / 15 174
2025 532 / 14 191
2019 1288 / 35

осоковые
55

2022 540 / 15 110
2025 532 / 14 58
2019 1288 / 35

Сено

многолетние 
злаковые травы 
на пойменных 

землях

168

1300

2022 540 / 15 383

2025 532 / 14 411

2019 1288 / 35 многолетние 
бобовые травы 
на пойменных 

землях

870
2022 540 / 15 1384

2025 532 / 14 1152
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Полученные результаты исследований анализировали в соответствии с «Ре-
спубликанскими допустимыми уровнями содержания 137Cs и 90Sr в сельскохозяй-
ственном сырье и кормах» [16].

Было установлено, что прогнозные оценки превышения действующих норма-
тивов могут быть в следующих случаях: 

1. При использовании зеленой массы растений подгруппы бобовые на корм 
скоту для заготовки молока цельного. Прогноз превышения нормативов просчитан 
как при 35, так и 14, 15 Ки/км2. Для подгруппы разнотравье превышения допу-
стимых уровней могут быть как при Qп 15 Ки/км2 (2022 г.) – 174 из допустимых                 
165 Бк/кг, так и при Qп загрязнения 14 Ки/км2 (2025 г.) – 191 из 165 Бк/кг.

2. При использовании зеленой массы растений подгруппы бобовые для за-
ключительного откорма при Qп 15 Ки/км2 (2022 г.) – 301 из допустимых 240 Бк/кг, 
а также при Qп 14 Ки/км2 (2025 г.) – 250 из 240 Бк/кг.

3. При использовании для заготовки сена на корм скоту представителей под-
группы многолетние бобовые травы на пойменных землях с Qп 15 Ки/км2 (2022 г.) – 
1384 из допустимых 1300 Бк/кг.

Проведенная прогнозная оценка содержания радионуклида в мясо-молочной 
продукции позволяет ранжировать травянистые корма по следующим категориям:

1. Условно чистый зеленый корм. Корм используемый при выгульном со-
держании КРС в летний период, в который входят злаки и осоки (Qп 35, 15,                                    
14 Ки/км2). Установлено, что Qп не оказывает существенного влияния на радиа-
ционное загрязнение такого корма. Однако отсутствие в рационе белка, который 
обеспечивается потреблением трав из подгруппы бобовые, не может обеспечить 
сбалансированное питание КРС. Введение в рацион КРС бобовых возможно при 
Qп 35 Ки/км2 для выращивания молодняка КРС на мясо.

2. Условно загрязненный корм. В данную группу входят многолетние бобовые 
травы на пойменных землях при Qп 15 Ки/км2. Возможно введение в рацион КРС 
данной подгруппы кормов если Qп составляет 35 или 14 Ки/км2 для заготовки сена 
при стойловом содержании, в том числе для лактирующих коров.

На основании поставленных задач производили расчеты КП радионуклида 137Cs 
для изучаемого фрагмента поймы реки Сож при иных значениях плотности загряз-
нения почвы (таблица 4). Расчет осуществляли с помощью формул 1-2, используя 
среднюю удельную активность (Аср), полученную на основании результатов иссле-
дования 2019-2025 гг. отдельно для конкретной агроботанической подгруппы.

Таблица 4 – Прогноз значений КП 137Cs в зависимости от Qп
Кормовая группа Кормовая подгруппа Qп кБк/м2 / Ки/км2 КП Бк/кг:кБк/м2

зеленая масса

бобовые

1480 / 40 0,21
1110 / 30 0,28
740 / 20 0,42
370 / 10 0,84

злаковые

1480 / 40 0,05
1110 / 30 0,06
740 / 20 0,09
370 / 10 0,19
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разнотравье

1480 / 40 0,11
1110 / 30 0,15
740 / 20 0,22
370 / 10 0,44

осоковые

1480 / 40 0,05
1110 / 30 0,07
740 / 20 0,10
370 / 10 0,20

Сено

многолетние бобовые 
травы на пойменных 

землях

1480 / 40 0,77
1110 / 30 1,02
740 / 20 1,53
370 / 10 3,07

многолетние злаковые 
травы на пойменных 

землях

1480 / 40 0,22
1110 / 30 0,29
740 / 20 0,43
370 / 10 0,87

Оценку влияния Qп на изменение значений КП проводили в программе 
STATISTICA версии 10 – это система для статистического анализа данных, вклю-
чающая широкий набор аналитических процедур и методов, таких как корреляци-
онный анализ, многомерная регрессия, методы кластеризации, а также предостав-
ляющая пользователям возможность работать с более чем 100 типами графиков. 

Для определения степени влияния одного параметра (Qп) на другой (КП) вы-
полняли регрессионный анализ путем моделирования результатов исследования. 
Регрессионный анализ помогает количественно оценить и смоделировать корре-
ляцию между изменением Qп и параметрами КП. Результаты моделирования пред-
ставлены в таблице 5.

Таблица 5 – Результаты регрессионного анализа влияния Qп на КП
Статистические показатели Значения

множест. R 0,61
множест. R2 0,39
скоррект. R2 0,33

F (1, 12) 6,31
P 0,03

стандартная ошибка оценки 0,14

Значение 0,61 множественного коэффициента корреляции означает умерен-
ную положительную связи между предиктором (Qп) и зависимой переменной 
(КП). Зависимая переменная, то есть КП на 61% объясняется воздействием Qп. 
Предиктор оказывает статистически значимое влияние (p < 0.05). Тем не менее, 
данная математическая модель объясняет лишь около трети вариации зависимой 
переменной (R² ≈ 0,39). Это означает что лишь 39% изменчивости КП зависит от 
плотности загрязнения. Большая часть изменчивости объясняется другими факто-
рами, в зависимости от контекста (или не включенными в модель или случайны-
ми).

Дополнительно проводили анализ проверки полученных данных на нормаль-
ность остатков (рисунок 1). Нормальность остатков позволяет убедиться в адекват-
ности и надежности полученных результатов.

Продолжение таблтцы 4
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 Рисунок 1 – Результаты анализа полученных данных на нормальность 

остатков

В приведенном анализе наблюдаемые значения довольно плотно укладыва-
ются вдоль теоретически ожидаемой прямой, это означает, что анализируемые 
данные подчиняются закону нормального распределения. Следовательно, модель 
адекватно оценивает используемые параметры. 

Влияние совокупности параметров (Qп, А) на КП определяли аналогичным 
способом. Полученные результаты представлены в таблице 6.

Таблица 6 –Результаты регрессионного анализа влияния Qп и А на КП
Статистические показатели Значения

множест. R 0,98
множест. R2 0,96
скоррект. R2 0,95

F (2, 9) 99,23
P 0,00000073

стандартная ошибка оценки 0,039

Полученная математическая модель объясняет примерно 98% вариации за-
висимой переменной. Около 96% объясняется совокупностью предикторов, что 
означает высокую объясняющую способность модели. Высокие значения R и R² 
свидетельствуют о сильной связи между предикторами и зависимой переменной. 
Приведенные данные обуславливают достоверность результатов, что означает 
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комбинированное влияние Qп и А на изменение значений КП. Отсюда следует, что 
модель очень хорошо описывает данные и является высоко прогнозной. Это высо-
кий показатель, указывающий на то, что факторы в модели тесно связаны с тем, 
что она прогнозирует.

Возможность применения регрессионного анализа оценивали путем проверки 
однородности регрессии (рисунок 2). 

 

 
 

 Рисунок 2 – Результат проверки однородности дисперсии

Так как точки на данном графике располагаются хаотично и каких-либо за-
кономерностей не проявляется, это означает соблюдение исследуемых условий и 
объективность применения регрессионного анализа. Следовательно, модель адек-
ватно оценивает используемые параметры.

Заключение
При выгульном содержании КРС в летний период в качестве корма можно 

использовать злаки и осоки как при Qп 14 Ки/км2, так и при Qп 35 Ки/км2. Установ-
лено, что Qп не оказывает существенного влияния на радиационное загрязнение 
такого корма, однако отсутствие в рационе белка, которое обеспечивается потре-
блением трав из подгруппы бобовых, не может гарантировать сбалансированное 
питание КРС. Введение в рацион КРС представителей подгруппы бобовые воз-
можно лишь при Qп 35 Ки/км2, для выращивания молодняка на мясо.

При стойловом содержании КРС в зимний период рекомендуется использо-
вать в рационе скота сено, заготавливаемое из подгруппы многолетних злаковых 
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трав. Между тем возможно введение в рацион КРС сена, заготавливаемого, в том 
числе из подгруппы многолетних бобовых трав при Qп 35 и 14 Ки/км2, как для вы-
ращивания молодняка КРС на мясо, так и для лактирующих коров.

На основании проведенного статистического анализа было установлено, что 
39% изменчивости КП зависит от плотности загрязнения. Большая часть изменчи-
вости объясняется другими факторами в зависимости от контекста (или не вклю-
ченными в модель или случайными). Полученные результаты обуславливают ком-
бинированное влияние параметров Qп и А на изменение значений КП (около 96%).
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Karpenka M. I., Tsіmafeyeu S. F. INFLUENCE OF BIOLOGICAL 
CHARACTERISTICS OF GRASS STAND AND DENSITY OF RADIOACTIVE 
CONTAMINATION ON THE PARAMETERS OF 137CS TRANSITION INTO 
DAIRY AND MEAT PRODUCTS OF CATTLE

A study of the Sozh River floodplain revealed that, when cattle are kept outside in 
the summer, cereals and sedges can be used as feed at various P. Legumes can only be 
introduced into the cattle diet at a P of 35 Ci/km2, for raising young cattle for meat. 
When cattle are kept indoors in winter, hay harvested from the perennial grass subgroup 
is recommended. Meanwhile, hay harvested from perennial legumes at P of 35 and 14 
Ci/km2 can be introduced into the cattle diet, both for raising young cattle for meat and 
for lactating cows. The obtained results indicate the combined influence of P and A on 
changes in TF values ​​(approximately 96%).

Keywords: floodplain, 137Cs migration, dairy and meat products, herbaceous 
forages, cattle.
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Показатели газообмена поперечного среза листа Рicea abies (отношение суммы пло-
щадей межклетников устьичных аппаратов к площади листа на том же поперечном срезе; 
отношение суммы периметров межклетников устьичных аппаратов к периметру листа 
на том же поперечном срезе) ниже в районах городской среды произрастания растений с 
повышенным содержанием продуктов сгорания автотранспорта и со смешанным типом 
загрязнения (автотранспорт, промышленность) по сравнению с контрольным районом.

Ключевые слова: межклетники устьиц, поперечный срез листа, Рicea abies.

Введение
Ухудшение состояния древесных растений  в городской среде обитания проис-

ходит из-за множества разнообразных факторов: запыленности и загазованности 
атмосферы; загрязнения почв и грунтовых вод; нарушения естественного водного 
режима грунтовых вод; высокой плотности коммунальных сооружений, располо-
женных в корнеобитаемом слое; широкого распространения площадей с насыпным 
грунтом, полностью лишенным природных свойств почв; использования при озе-
ленении города слабоустойчивых к загрязнению растений. Адаптивные изменения 
роста, морфогенеза и метаболизма древесных голосеменных растений к стрессу – 
специфический отклик растений на стрессовые воздействия [1]. Для основных ме-
таболических процессов растений регулирующую функцию поступления/выведе-
ния газообразных веществ выполняет устьичный аппарат, в состав которого входят 
замыкающие клетки с соседними околоустьичными клетками, щель. Под щелью 
расположена крупная дыхательная полость (межклетник), окруженная клетками 
мезофилла листа. Щель может расширяться/сужаться, регулируя транспирацию и 
газообмен, реагируя на внешние условия и физиологические изменения в тканях 
листа. Из внешних факторов на устьичный аппарат больше всего влияют влаж-
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ность воздуха, условия водоснабжения, свет, температура, а из внутренних – пар-
циальное давление СО2 в системе межклетников, состояние гидратации растения, 
ионный баланс, фитогормоны [2]. Основной источник загрязняющих веществ в 
городе – автотранспорт, поэтому вещества, содержащиеся в выбросах автотран-
спорта, попадают в листья при газообмене через открытые устьица, токсичные 
вещества накапливаются в межклетниках и через клеточные стенки проникают к 
клеткам мезофилла. Устьичный аппарат, регулируя поступление основного источ-
ника загрязнения городской среды – продуктов сгорания топлива автотранспорта, 
адаптирует растение к среде обитания, проявляя свойства газочувствительности и 
газоустойчивости, что может быть использовано в биомониторинге среды обита-
ния растения.

Цель исследования – определить особенности межклетников устьичных ап-
паратов Picea abies в условиях урбанизированной среды обитания растений.

Материалы и методы исследований
Объект исследования – поперечный срез листа Picea abies, предмет исследо-

вания – периметр и площадь поперечного среза листа, периметр и площадь меж-
клетника каждого устьица. 

Выбирались места произрастания деревьев на удалении 20-40 м от автомо-
бильных дорог с дополнительной нагрузкой, снижающей уровень доступной поч-
венной влаги для растения и характеризующей экосистему города, – вытаптыва-
ние, асфальтное или плиточное покрытие вдоль мест произрастания голосеменных 
растений. В черте г. Могилева выбраны три района произрастания растений с повы-
шенным содержанием продуктов сгорания топлива автомашин: Р1 – ул. Бялыницко-
го-Бирули 5, 7, 7а; Р2 – ул. Якубовского 55, 69, 69а; Р3 – центр города –  ул. Первомай-
ская, д.25, ул. Пионерская 23а. Четвертый район Р4 со смешанным типом загряз-
нения (автотранспорт, промышленность) – ОАО «Можелит» (ул. Челюскинцев). В 
качестве контроля (К) был выбран пригород Могилева, д. Затишье.

На каждом участке отбирали по десять листьев одинаковой длины на высоте 
150–170 см от поверхности земли с трех взрослых деревьев Ели европейской в 
солнечные дни в 12 часов (20–22°С) с одинаковой влажностью воздуха (68–70 %) 
в три периода активного вегетативного сезона 2025 года: НВС – начало вегетатив-
ного сезона (последняя неделя мая, после цветения), СВС – середина вегетативно-
го сезона (середина июля), КВС – конец активного вегетативного сезона (первая 
неделя сентября).

 Для изучения особенностей межклетников устьиц на поперечном срезе игло-
видного листа Picea abies использовали методы исследования – гистологический 
метод приготовления окрашенных препаратов поперечного среза листа, метод ми-
кроскопирования, метод фотосъемки, статистические методы анализа.

На предметном стекле делали тонкий поперечный срез листа лезвием, кото-
рый препаровальной иглой переносили в 1 каплю 1%-ного раствора флороглю-
цина. Через минуту добавляли 1,2 капли дымящей соляной кислоты и накрывали 
покровным стеклом, микроскопировали на «Биолам» (окуляр х7, объектив х8, при 
этом изначально было установлено соответствие между длинной в 1 миллиметр, 
и размерами, нанесенными на окуляр), фотографировали. Фотографии обрабаты-
вали в программе ImageJ на персональном компьютере с операционной системой 
«Windows 10». Методика обработки фотографий срезов:
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- В меню «File» во вкладке «Open» выбрать необходимую фотографию.
- Инструментом «Straight» выделяем отрезок на фотографии, длинной в мил-

лиметр.
- В меню «Analyze» выбираем вкладку «Set Scale».
- В окне «Set Scale» выставляем известную дистанцию в 1 миллиметр и ста-

вим галочку рядом с надписью «Global» для того, чтобы все последующие фото-
графии обрабатывались с теми же выставленными значениями.

- В меню «Set Measurements» выбираем параметры, которые необходимо из-
мерить.

- С помощью инструмента «Polygon selections» выделяем часть среза, параме-
тры которой нужны для работы. 

- В меню «Analyze» в самом верху нажимаем вкладку «Measure», и необхо-
димые параметры появляются в отдельном окне, которые переносим в сводную 
таблицу.

Проводили один поперечный срез по середине одного листа. В каждом районе 
исследования проанализировано 90 срезов (по 10 листьев с каждого дерева, три 
дерева, три периода наблюдения), в целом – 450 срезов.  Проводились расчеты 
периметров и площадей каждого межклетника устьиц на одном поперечном срезе 
листа. Рассчитывали два показателя, характеризующих эффективность газообмена 
(X) на поперечном срезе хвоинки:

- Эффективная площадь газообмена (Х1) как отношение суммы площадей 
межклетников устьиц к площади листа на том же поперечном срезе по формуле 
Х1=∑Sn /S,

- Эффективная поверхность газообмена (Х2) как отношение суммы периме-
тров межклетников устьиц к периметру листа на том же поперечном срезе по фор-
муле Х2=∑Рn /Р,

где Р – периметр и S – площадь поперечного среза листа,
Рn – периметр и Sn – площадь каждого межклетника устьиц на поперечном 

срезе листа.
Результаты исследований

Согласно литературным данным, токсичные вещества накапливаются в меж-
клетниках и через клеточные стенки проникают к клеткам мезофилла. В настоящем 
исследовании определено, что число устьиц снижено в районах с повышенной эко-
логической нагрузкой в 1,2–1,3 раза в активные периоды вегетации по сравнению 
с контрольным районом. Определив, что число устьиц может быть биоиндикаци-
онным параметром [3], характеризующим газочувствительность голосеменных 
растений к химическим поллютантам в условиях промышленного города, были 
изучены параметры межклетников устьиц как газовоспринимающего аппарата 
растений (Таблица 1). Как видно из данных Таблицы 1, медиана значений пери-
метров и площадей межклетников устьиц выше в контрольном районе в началь-
ных периодах вегетации по сравнению с более поздними периодами наблюдения, 
а также со всеми изучаемыми районами урбанизированных территорий. Медиана 
периметра межклетников в начале активного вегетативного сезона выше в 1,21 и 
1,23 раза по сравнению с  периодами СВС и КВС у растений контрольного района; 
в других изучаемых районах определена схожая тенденция, однако с менее выра-
женной закономерностью. Таким образом, нами определено, что в районах произ-
растания с дополнительными поллютантами снижается число устьиц, периметр и 
площадь межклетников устьиц. 
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Для характеристики эффективности газообмена и транспирации растений 
нами рассчитаны показатели: общий периметр/общая площадь поперечного сре-
за листа, суммарный периметр/суммарная площадь всех межклетников устьиц на 
данном срезе при помощи специальной компьютерной программы и рассчитали 
соотношение данных показателей. Растениям помогает сохраниться в условиях 
повышенного загрязнения выключение газовоспринимающего аппарата (устьиц). 
Результаты изучения эффективной поверхности поперечного среза листа для газо-
обмена и транспирации растений в зависимости от экологических факторов сре-
ды жизни представлены на рисунке 1. На графике представлены ящики с усами 
(boxplots), где центральная линия в ящике соответствует медиане, границы ящика 
– первому (Q1) и третьему (Q3) квартилям (межквартильный размах, IQR). Усы 
простираются до самых крайних наблюдений, находящихся в пределах 1,5 × IQR 
от соответствующего квартиля. Наблюдения за пределами этого диапазона счи-
таются выбросами (в данном исследовании не отображены). Разноцветные бокс-
плоты рассчитаны по результатам исходных данных и окрашены в соответствии с 
этапом проведения измерений в зависимости от периода активного вегетативного 
сезона растения. Как видно из данных рисунка, медиана значений эффективности 
газообмена по двум изучаемым показателям (Х1 и Х2) у деревьев контрольного 
района во все периоды активного вегетационного сезона выше в 1,4–1,6 раз по 
сравнению с деревьями урбанизированных территорий. Параметрический t-тест, 
t-тест с поправкой Бонферрони для множественных сравнений выявили, что рас-
считанные показатели Х1 и Х2 растений, произрастающих в черте города во всех 
четырех изучаемых районах, статистически значимо отличаются от показателей 
растений контрольного района (в каждом районе Р1, Р2, Р3, Р4, в каждом из трех 
периодов активного вегетативного сезона НВС, СВС, КВС; р<0,001).

Таким образом, показатели устьичных аппаратов (число устьиц, периметр и 
площадь межклетников) являются чувствительными к факторам городской среды 
обитания. Межклетник устьичного аппарата образован оболочками клеток мезо-
филла листа, поэтому чем больше периметр и площадь межклетника, тем боль-
ше содержится в нем газообразных веществ и тем больше их включится в обмен 
веществ растения. В качестве биоиндикатора газочувствительности Ели европей-
ской определены показатели межклетников устьичных аппаратов, рассчитанные 
как отношение суммы площадей/периметров межклетников к площади/периметру 
листа на том же поперечном срезе, которые могут быть рекомендованы при озеле-
нении урбанизированных территорий для выбора газоустойчивых видов и сортов 
растений, экологическом мониторинге их среды обитания. 

Для озеленения городов с повышенной антропогенной нагрузкой рекомен-
дуются только те виды растений, которые устойчивы к промышленным и авто-
транспортным поллютантам, легко переносят городские условия. По степени газо- 
устойчивости Picea abies относится, по Н. Десслеру, к очень чувствительным ви-
дам древесных растений к факторам городской среды обитания [4]. Газоустойчи-
вость различных сортов Picea abies варьирует от низких до высоких показателей.  
Так, например, сорта Picea abies «Acrocona» и «Nidiformis» определены как менее 
перспективные и перспективные, соответственно, для озеленения городских тер-
риторий [5]. Для успешного выращивания голосеменных растений рекомендуют 
использовать семена, адаптированные к местным условиям ландшафтной среды 
[6, 7], поэтому перспективным для г. Могилева представляется получение поса-
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дочного материала из семян Picea abies тех растений, которые сейчас произраста-
ют в черте города.

Заключение
Число устьиц, периметр и площадь межклетников устьиц на поперечном срезе 

листа Picea abies ниже у растений, произрастающих в урбанизированной среде. 
Эффективная площадь газообмена (отношение суммы площадей межклетников 
устьичных аппаратов к площади поперечного среза листа) и эффективная поверх-
ность газообмена (отношение суммы периметров межклетников устьичных аппа-
ратов к периметру поперечного среза листа) ниже 1,4–1,6 раз в районах городской 
среды обитания растений с повышенным содержанием продуктов сгорания топли-
ва автомашин и со смешанным типом загрязнения (автотранспорт, промышлен-
ность) по сравнению с контрольным районом.
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Povarava A. V., Livinskaya V. A., Tkachou I. I. ANATOMO-MORPHOLOGICAL 
FEATURES OF THE INTERCELLULAR STRUCTURE OF THE PICEA ABIES 
LEAVES IN AN URBANIZED ENVIRONMENT 

The gas exchange indicators of the cross-section of the leaf (the ratio of the sum 
of the areas of the intercellular spaces to the area of the leaf on the same cross-section; 
the ratio of the sum of the perimeters of the intercellular spaces to the perimeter of the 
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leaf on the same cross-section) are lower in the areas of urban habitat of plant growth 
with increased content of combustion products of motor vehicles and with mixed type of 
pollution (motor transport, industry) in comparison with the control area. 

Keywords: intercellular spaces of stomata, cross-section of the leaf, Рicea abies.

Рисунок 1 – Эффективная поверхность (А) и площадь (Б) газообмена 
поперечного среза листа Picea abies (ось Х – районы исследования; 

ось Y – эффективность газообмена, единицы)
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