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МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ 

УДК 512.624.2

ПЕРВООБРАЗНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ НАД КОНЕЧНЫМИ 
ПОЛЯМИ

Д. Ф. Базылев
заведующий кафедрой геометрии, топологии и методики преподавания матема-

тики механико-математического факультета, кандидат физико-математических наук
Белорусский государственный университет 

В работе рассматривается обобщение для многочленов над конечными полями поня-
тия первообразного корня в модулярной арифметике. Получены условия, которые обеспе-
чивают существование или отсутствие первообразных многочленов. Ряд свойств сохра-
няется в сравнении со свойствами первообразных корней. Но имеются также и суще-
ственные отличия, которые приведены в статье. Эти результаты могут быть использо-
ваны при построении криптографических систем с открытым ключом.

Ключевые слова: многочлены над конечными полями, первообразные элементы, 
криптографические системы.

© Базылев Д. Ф., 2025

Введение 

Возросший в последнее время интерес к криптографии обусловлен необхо-
димостью обеспечения конфиденциальности переданной информации. Один из 
первых и самых распространенных подходов основан на использовании крипто-
системы RSA [1]. Позднее появились модификации этого алгоритма. Например, 
алгоритм, основанный на теории эллиптических кривых [2].  При анализе крип-
тоустойчивости таких алгоритмов используют, например, тест Соловея – Штрас-
сена [3, c. 149] или тест Рабина – Миллера [4, с. 152].  

Эти алгоритмы и тесты используют свойства первообразных корней в моду-
лярной арифметике. В работе [5] предлагается обобщение функции Эйлера для 
многочленов над конечными полями и излагаются некоторые свойства этой 
функции. Поэтому для построения алгоритмов, использующих многочлены над 
конечными полями, необходимо описать свойства первообразных элементов в 
этом множестве. 

 
Основная часть 

Пусть pF  – конечное поле, состоящее из p элементов, )( xg  – многочлен 

положительной степени над полем pF . Обозначим через )( g  количество всех 

ненулевых многочленов над pF , которые взаимно просты с многочленом )( xg  

и степени которых меньше степени многочлена )( xg . Множество этих много-
членов обозначим )}(),...,(),({ )(21 xgxgxgU gg   и назовем базой многочле-

нов для многочлена )( xg . Если же )( xg  – многочлен нулевой степени над по-
лем ,pF  то будем считать .1)( g  Введем следующее обозначение: 

,~ )deg( gpg   где ].[)( xFxg p  Справедливы следующие утверждения: 

        1) пусть ,0)deg(],[)(),(  gxFxgxf p  НОД ,1);( gf   

тогда ).(mod1)( gf g   



8               ВЕСНІК МДУ імя А. А. КУЛЯШОВА № 2 (66) ● 2025 ●

нов для многочлена )( xg . Если же )( xg  – многочлен нулевой степени над по-
лем ,pF  то будем считать .1)( g  Введем следующее обозначение: 

,~ )deg( gpg   где ].[)( xFxg p  Справедливы следующие утверждения: 

1) пусть ,0)deg(],[)(),(  gxFxgxf p  НОД ,1);( gf   

тогда ).(mod1)( gf g 

 

2) пусть 



k

i

m
i xgxg i

1

)()(  – каноническое разложение многочлена )( xg   

на степени неприводимых над pF  многочленов ),(),...,(1 xgxg k  тогда 

.~
1

1~)(
1














k

i ig
gg    

Эти свойства являются обобщением формулы Эйлера и формулы для вы-

числения функции Эйлера [6]. 

В настоящей работе мы рассмотрим обобщение понятия первообразного 

корня в модулярной арифметике, а также соответствующие свойства.    

Определение. Пусть ],[)(),( xFxgxf p  ,0)deg( g  НОД .1);( gf  

Наименьшее натуральное число n такое, что ),(mod1 gf n   называется по-
казателем многочлена )( хf  по модулю многочлена )( xg  и обозначается 

)( fPn g .    

Так как ),(mod1)( gf g   то )( fPg  всегда существует. 
Сформулируем некоторые свойства показателей. 
Теорема 1. Пусть )( fPn g , тогда справедливы следующие утверждения. 

1) Многочлены 110 ,...,,1  nfff  попарно не сравнимы по модулю .g  

2) )(mod21 gff kk   тогда и только тогда, когда )(mod21 nkk  .                   

В частности, )(mod1 gf k   тогда и только тогда, когда )(mod0 nk  . 
3) ).(mod0)( ng   

4) Если abfPg )(  для некоторых ,, Nba   то .)( bfP a
g   

5) Если НОД ,1))();(( 21 fPfP gg  то )( 21 ffPg ).()( 21 fPfP gg  

6) Если НОД ,1);( 21 gff  ),(mod21 gff   то ).()( 21 fPfP gg   

Доказательство. 1) Предположим, что )(mod21 gff kk   для некоторых 
,0 21 nkk   тогда ),(mod0)1( 121 gff kkk  значит, ),(mod112 gf kk   

поскольку НОД .1);( 1 gf k  Так как ,0 12 nkk   )( fPn g , то получено 
противоречие. Что и требовалось доказать. 

2) Пусть .0,0,, 21222111 nrnrrnqkrnqk    

Так как ),(mod1 gf n   то ).(mod)( 1111 gffff rrqnk    

Аналогично получаем ).(mod22 gff rk    

Имеем )(mod21 gff kk    21)(mod21 rrgff rr

 )( 21212211 qqnkknqknqk )(mod21 nkk  .   

В частности,  )(mod)(mod1 0 gffgf kk ).(mod0 nk   

3) Так как ),(mod1)( gf g   то, согласно свойству 2), получаем требуемое.  
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2) Пусть .0,0,, 21222111 nrnrrnqkrnqk    

Так как ),(mod1 gf n   то ).(mod)( 1111 gffff rrqnk    

Аналогично получаем ).(mod22 gff rk    

Имеем )(mod21 gff kk    21)(mod21 rrgff rr

 )( 21212211 qqnkknqknqk )(mod21 nkk  .   

В частности,  )(mod)(mod1 0 gffgf kk ).(mod0 nk   

3) Так как ),(mod1)( gf g   то, согласно свойству 2), получаем требуемое.  

4) Пусть ),( a
g fPk   тогда ),(mod1)( gff kaak   следовательно, 

),(mod0 abak   поскольку .)( abfPg   Значит, ).(mod0 bk   Так как 

,)( abfPg   то ),(mod1)( gff abba   следовательно, ),(mod0 kb   по-

скольку .)( kfP a
g   Так как ),(mod0 bk   ),(mod0 kb   то .bk   

5) Пусть ),( 21 ffPk g  ),( 1fPa g  ),( 2fPb g   

тогда ),(mod1)( 21 gff k   ),(mod11 gf a
  ),(mod12 gf b

  следовательно, 

),(mod1))(()( 21211 gfffff bkkbkbkb   значит, ).(mod0 akb   Учитывая 
НОД ,1);( ba  получаем ).(mod0 ak   Аналогично устанавливаем 

).(mod0 bk   Так как ),(mod0 ak  ),(mod0 bk   НОД ,1);( ba                      

то ).(mod0 abk   Так как ),(mod1)()()( 2121 gffff abbaab   то 
).(mod0 kab   Следовательно, .abk   

6) Пусть ),( 1fPa g  ),( 2fPb g  тогда ),(mod11 gf a
 ).(mod12 gf b

  

Так как ),(mod21 gff  то ),(mod121 gff bb   следовательно, 

).(mod0 ab   Аналогично получаем ).(mod0 ba   Следовательно, .ba   
Теорема доказана.  
Определение. Если ),()( gfPg   то многочлен )( xf  называется перво-

образным многочленом по модулю ).( xg  

Теорема 2. Пусть многочлен )( xg  неприводим над ,pF  тогда существует 

первообразный многочлен по модулю ).( xg  
Доказательство. Вначале проверим справедливость следующей леммы.  
Лемма. Пусть ,)(],[ KxaxFK ip 

 
],[)()(...)()( 01 yKxayxayxayG k

k   ,)( Kxg   gU  база неприво-
димых многочленов для многочлена ).( xg  Если сравнение )(mod0)( gyG   

имеет более k различных решений, принадлежащих множеству ,gU  то 

)(mod0)( gxai   для любого .,...,1 ki   
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Доказательство леммы. Пусть gk Uxgxgxg  )(...,),(),( 121  являются 

различными решениями сравнения ),(mod0)( gyG    

т. е. )(mod0))(( gxgG i   для .1,...,2,1  ki  Разделим многочлен )( yG  на 

многочлен ))((...))(())(( 21 xgyxgyxgy k  с остатком: 

),())((...))(())(()()( 21 yrxgyxgyxgyxcyG kkk    

где ),()( xaxс kk   krk )deg(  или .0)( yrk  Разделим многочлен )( yrk  на 

))((...))(())(( 121 xgyxgyxgy k   с остатком: 

),())((...))(())(()()( 1211 yrxgyxgyxgyxcyr kkkk     

где ],[)(1 xFxс pk   1)deg( 1  krk  или .0)(1  yrk   
И так далее продолжаем этот процесс. В результате получаем 

...))((...))(()())((...))(()()( 1111   xgyxgyxcxgyxgyxcyG kkkk

),())(()( 011 xcxgyxc   где ].[)( xFxс pi   Так как ),(mod0))(( 1 gxgG   

то ).(mod0)(0 gxс   Так как ),(mod0))(( 2 gxgG   то 

).(mod0)())()(()( 0121 gxсxgxgxс   Так как ,)(),( 21 gUxgxg   то 

)()( 12 xgxg   не делится на ).( xg  Учитывая ),(mod0)(0 gxс   получаем 

).(mod0)(1 gxс   И так  далее, рассматривая )),((...,)),(( 13 xgGxgG k   полу-

чаем ).(mod0)(...)(2 gxсxс k    

Так как ),()(...)()( 01 xayxayxayG k
k    

 ))((...))(()()( 1 xgyxgyxcyG kk ...))((...))(()( 111   xgyxgyxc kk

),())(()( 011 xcxgyxc   то каждый многочлен )(xai  является линейной 

комбинацией многочленов )(...,),(1 xсxс k . Учитывая )(mod0)( gxсi   для 

любого i, получаем )(mod0)( gxai   для любого i. 
Лемма доказана. 
Перейдем к доказательству теоремы.  
Рассмотрим случай .1)deg(,2  gp  Тогда xxg )(  или .1)(  xxg  

Следовательно,  }1{gU  база неприводимых многочленов по модулю ),( xg  

.1||)(  gUg  Если ,)( xxg   то многочлен 1)(  xxf  является первооб-

разным многочленом по модулю ),( xg  поскольку ).(mod11 gf   Если 
,1)(  xxg  то многочлен xxf )(  является первообразным многочленом по 

модулю ),( xg  поскольку ).(mod11 gf   

Пусть теперь 3p  или .2)deg( g   

Пусть )};(...,),(),({ )(21 xgxgxgU gg   )(21 ...,,, gaaa   показатели много-

членов )(...,),(),( )(21 xgxgxg g  по модулю );( xg  a НОК )....,,,( )(21 gaaa   
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Покажем, что .1a  Действительно, если ,3p  то ,2 gU  причем пока-
затель многочлена 2 не равен 1 по модулю ).( xg  Следовательно, в этом случае 

.1a  Если же ,2)deg( g  то ,gUx   причем показатель многочлена 2 не ра-

вен 1 по модулю ).( xg  Действительно, если ,gUx  то НОД ,1))(;( xgx зна-
чит, ),(mod0)( xxg   что невозможно, поскольку )( xg  неприводим и 

.2)deg( g  Следовательно, и в этом случае .1a  

Пусть  kc
k

cc qqqa ...21
21  каноническое разложение числа а, тогда среди чи-

сел )(21 ...,,, gaaa   найдется число b, делящееся на ,1
1
cq  т. е. .1

11
cqbb   Пусть 

1b показатель некоторого многочлена gUxz )(1  по модулю ),( xg  тогда 

1
1
cq показатель многочлена 1))(()( 11

bxzxt   по модулю ).( xg  Аналогично 
находим многочлены ),(,...),(),( 32 xtxtxt k показатели которых равны 

....,,, 32
32

kc
k

cc qqq  Следовательно, kc
k

cc qqq ...21
21  показатель многочлена 

)(...)()()( 21 xtxtxtxT k  по модулю ),( xg  т. е. ).(TPa g  

Так как ,gi Ug   то НОД ,1);( ggi  следовательно, )(mod1)( gg g
i   для 

любого i, значит,  )(mod0)( iag  , поскольку ).( igi gPa   Поэтому 

),(mod0)( ag   поскольку a НОК )....,,,( )(21 gaaa   Значит, .)( ag    

Так как ),(mod1 gg ia
i   ),(mod0 iaa   то )(mod1 gg a

i   для любого i.  

Пусть  ,1)(  ayyG  тогда )(...,),(),( )(21 xgxgxg g  являются решениями 
сравнения ).(mod0)( gyG   Так как не все коэффициенты многочлена )( yG  
делятся на многочлен ),( xg  то, согласно предыдущей лемме, ),()deg( gG    
т. е. ).( ga   

Так как ,)( ag  ),( ga   то ).( ga   Итак, ).()( TPag g  
Теорема доказана. 

Теорема 3. Пусть  


k

i

m
i xgxg i

1

)()(  разложение многочлена )( xg  на 

степени неприводимых над pF  многочленов ....,,, 21 kggg   Если 2k  и ,3p  

то не существует первообразного многочлена по модулю ).( xg  
Доказательство. Предположим, что существует первообразный много-

член )( xf  по модулю ),( xg  тогда НОД .1);( gf  Так как ,)()(
1





k

i

m
i xgxg i  

то  ,)1~(~)(
1

1


 
k

i
i

m
i ggg i  причем ).1(mod011~ )deg(  ppg ig

i  Пусть 

w НОК  .)1~(~;...);1~(~ 1
1

1
1

1  
k

m
k

m gggg k  Так как )1(mod01~  pgi  

для любого i,  то 
 

,)(
1

)(

1

)1~(~
1

1

g
p

g

p

gg
w

k

i
i

m
i

i


















 т. е. ).( gw    

 

(
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для любого i,  то 
 

,)(
1

)(

1

)1~(~
1

1

g
p

g

p

gg
w

k

i
i

m
i

i


















 т. е. ).( gw    

Так как НОД ,1);( gf  то НОД ,1);( im
igf  следовательно, 

).(mod1)( i
im

i m
i

g gf   Так как  ),1~(~)(  i
m
i

m
i ggg ii  то )),((mod0 im

igw   

следовательно, )(mod1 im
i

w gf   для любого i, значит,  ).(mod1 gf w   Учи-

тывая ),()( fPg g  получаем )),((mod0 gw   что невозможно, поскольку 

).( gw    
Теорема доказана. 
 

Теорема 4. Пусть  


k

i

m
i xgxg i

1

)()(  разложение многочлена )( xg  на 

степени неприводимых над 2F  многочленов kggg ...,,, 21  и 2k , тогда спра-
ведливы следующие утверждения: 

1) если ,2,2 21  mm  то не существует первообразного многочлена по 
модулю ;g  

2) если НОД ,2))deg();(deg( 21 gg  то не существует первообразного 
многочлена по модулю .g  

Доказательство. Пусть )( xf  первообразный многочлен по модулю 
).( xg  Как и в предыдущей теореме обозначим через w НОК

 .)1~(~;...);1~(~ 1
1

1
1

1  
k

m
k

m gggg k  Аналогично получаем )),((mod0 gw   

где  .)1~(~)(
1

1


 
k

i
i

m
i ggg i  

Пусть ,2,2 21  mm  тогда   ).2(mod02~ 1)deg(1
1

111 
 mgmg   

Аналогично получаем ).2(mod0~ 1
2

2 mg  Следовательно, 

  ),(
2

)(
)1~(~

2

1

1

1 g
g

ggw
k

i
i

m
i

i 





   что невозможно, поскольку 

)).((mod0 gw   
Пусть  d НОД ,2))deg();(deg( 21 gg   

тогда ).12(mod0121~ )deg(
1

1  dgg  Аналогично получаем 

),12(mod0121~ )deg(
2

2  dgg  причем .312 d  Следовательно, 

  ),(
12

)(
)1~(~

12

1

1

1 g
g

ggw
k

i
di

m
id

i 





 





  что невозможно, поскольку 

)).((mod0 gw   
Теорема доказана. 
 
Теорема 5. Пусть ],[)(),( xFxgxf p  ,0)deg( g  НОД ,1);( gf  

 


m

i

a
i

iqg
1

)(  каноническое разложение числа ).( g  Многочлен )( xf  явля-

ется первообразным многочленом по модулю )( xg  тогда и только тогда, когда 

)(mod1
)(

gf iq

g





 для ....,,2,1 mi   
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Теорема 5. Пусть ],[)(),( xFxgxf p  ,0)deg( g  НОД ,1);( gf  

 


m

i

a
i

iqg
1

)(  каноническое разложение числа ).( g  Многочлен )( xf  явля-

ется первообразным многочленом по модулю )( xg  тогда и только тогда, когда 

)(mod1
)(

gf iq

g





 для ....,,2,1 mi   
Доказательство. Необходимость очевидна, поскольку )( g  наименьший 

показатель многочлена )( xf  по модулю ).( xg  

Докажем достаточность. Пусть ),( fPd g  тогда ),(mod0)( dg   сле-
довательно, .)( dg   Предположим, что ,)( dg   тогда .)( dg   Пусть 

q  простой делитель числа ,
)(

d

g
 т. е. qx

d

g


)(
 для некоторого x N, то-

гда ,
)(

dx
q

g



причем q  простой делитель числа ).( g  Следовательно, 

),(mod11)(
)(

gff xxdq

g




 что противоречит условию. Значит, .)( dg   
Теорема доказана. 
Следующий пример показывает, что существование первообразного много-

члена зависит от выбора поля ,pF  а именно, если мы будем рассматривать один 

и тот же многочлен )( xg  над разными полями ,pF  то в одном случае будет су-

ществовать первообразный многочлен по модулю ),( xg  а в другом случае – нет.  

Пример 1. Пусть ],[)( xFxxg p  p простое число, .Nn   Первооб-

разный многочлен по модулю )(xg n  существует тогда и только тогда, когда 
1n  или 2n , или }.2;3{  pn  
Доказательство. 1) Покажем, что если a  первообразный корень по моду-

лю p, то a  первообразный многочлен по модулю ).( xg  Так как ,)( xxg   то 

 11~)( )deg( gpgg  .1 p  Так как 11 pa  в ,pF  1ka  для любого 

)10(  pkk  в ,pF  то ),(mod11 ga p   причем 1p  является наимень-

шим показателем. Следовательно, ).(1)( aPpg g  

2) Покажем, что если a  первообразный корень по модулю p, то ax   яв-
ляется первообразным многочленом по модулю .2g  Так как ,)( xxg   то 

,~ )deg( ppg g   следовательно, .~
1

1)~()( 222 pp
g

gg 







  Так как 

11 pa  в ,pF  то 0a , следовательно, НОД ,1);( 2  xax  значит, 

).(mod1)( 2)( 2

gax g    Предположим, что существует натуральное число k 

такое, что ),(mod1)( 2xax k   причем .)( 22 ppgk    Тогда 

),(mod1 21 xxkaa kk    следовательно, 0,1 1  kk kaa  в ,pF  т. е. 

0,1  ka k  в .pF  Значит, ),(mod0),1(mod0 pkpk  т. е. 

),(mod0 2 ppk   что невозможно, поскольку .0 2 ppk   
3) Покажем, что если ,2p  то 1x  является первообразным многочленом 

по модулю .3g  Так как ,)( xxg   то ,22~ )deg(  gg  следовательно, 
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).(mod1)( 2)( 2

gax g    Предположим, что существует натуральное число k 

такое, что ),(mod1)( 2xax k   причем .)( 22 ppgk    Тогда 

),(mod1 21 xxkaa kk    следовательно, 0,1 1  kk kaa  в ,pF  т. е. 

0,1  ka k  в .pF  Значит, ),(mod0),1(mod0 pkpk  т. е. 

),(mod0 2 ppk   что невозможно, поскольку .0 2 ppk   
3) Покажем, что если ,2p  то 1x  является первообразным многочле-

ном по модулю .3g  Так как ,)( xxg   то ,22~ )deg(  gg  следовательно, 

.4~
1

1)~()( 33 









g
gg  Кроме того, несложно проверить, что при 3,2,1k  

сравнение )(mod1)1( 3xx k   не выполняется.  
4) Покажем, что если }3;3{  pn  или ,4n  то не существует первооб-

разного многочлена по модулю .ng  Предположим, что существует первообраз-

ный многочлен )( xf  по модулю ).(хg n  Пусть )( xr  остаток при делении 
многочлена )( xf  на многочлен ),(xg n  тогда )( xr  также первообразный 

многочлен по модулю ,ng  ,...)( 01
1

1 axaxaxr n
n  
  причем НОД

1);( ngr .  Так как НОД ,1);();(  nn xrgr  то 00 a  в ,pF  следовательно, 

11
0 pa  в .pF  Так как ,)( xxg   то ,~ )deg( ppg g   следовательно, 

).1(~
1

1)~()( 1 







  pp

g
gg nnn  Так как }3;3{  pn  или ,4n  то 

.2 np n   Следовательно, 
 



22

)...())(( 01
1

1

nn pn
n

p axaxaxr  

),(mod...)(
222222

001
1

1
npppppnp

n xaaxaxa
nnnnnn 

 
                                             

значит,   


  1

0
)1( 22

))((
p

ppp nn

axr   ),(mod11)(
221

0
nppp xa

nn


  что не-

возможно, поскольку ).()1()1( 12 nnn gpppp    
Что и требовалось доказать. 
Как видим из предыдущего примера, первообразный многочлен по модулю 

3x существует тогда и только тогда, когда ].[2
3 xFx   

Следующий пример показывает, что первообразные многочлены существу-
ют не только по модулю примарной степени или произведения двух примарных 
степеней неприводимых многочленов. Тем самым мы обнаруживаем существен-
ное отличие от модулярной арифметики, поскольку первообразные корни по мо-
дулю m существуют только при .2,,4,2 kk ppm   

Пример 2. Пусть  1)(,1)(,)( 2
321 xxxgxxgxxg  неприво-

димые над полем 2F  взаимно простые многочлены, тогда существует первооб-
разный многочлен по модулю .321 ggg   
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Доказательство. Покажем, что многочлен 1)( 3  xxxf  является пер-
вообразным многочленом по модулю .321 ggg  Так как )(),(),( 321 xgxgxg  

неприводимые над 2F  многочлены, то 

,3~
1

1~
1

1~
1

1)~~~()(
321

321321 



























ggg
gggggg  поскольку 

,22~ )deg(
1

1  gg  ,22~ )deg(
2

2  gg  .42~ )deg(
3

3  gg  Так как многочлен )( xf  

не делится на неприводимые многочлены ),(),(),( 321 xgxgxg  то НОД

,1);( 321 gggf  следовательно, ),(mod1 321
)( 321 gggf ggg   т. е. 

).(mod1 321
3 gggf   Кроме того, несложно проверить, что при 2,1k  срав-

нение )(mod1 321 gggf k   не выполняется. 
Что и требовалось доказать. 
 

Заключение 
Таким образом, получены свойства первообразных многочленов над                     

полем .pF  Это показывает преемственность в изучении первообразных корней в 
модулярной арифметике и в теории многочленов над конечными полями. Для 
одного и того же многочлена f(x) может существовать первообразный многочлен 
по модулю f(x) над одним конечным полем, но при этом не существовать перво-
образного многочлена по модулю f(x) над другим конечным полем. Кроме того, 
первообразные многочлены могут существовать по модулю произведения более 
двух примарных степеней различных неприводимых многочленов, в то время 
как, в модулярной арифметике первообразные корни могут существовать по мо-
дулю произведения не более двух примарных степеней различных простых чи-
сел. Факт такого научно-теоретического дуализма объясняет возрастающую зна-
чимость конечных полей в криптографии указывает на важность изучения 
свойств многочленов над конечными полями. 
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Теория диофантовых приближений возникла из теории Дирихле и Минков-
ского, в которых были доказаны оценки сверху при замене действительных чисел 
рациональными числами и трансцендентных чисел алгебраическими. В последнее 
время появились работы, в которых найдены оценки меры Лебега множества 
таких интервалов I  , для которых неравенства ( )P x H  в полиномах 

   ( )P x x  степени deg ( )P x n  и высоты  ( )H H P , равной максимуму 

модуля коэффициентов ( )P x . В данной работе получены оценки снизу мер Ле-
бега-Хаара множеств  ( )P  решений систем неравенств  

  
      1 2

1 2

1
( ) , ( ) , 0, 1 .

3

v v

ip

n
P x H P H v v v  

Доказательство основано на недавних результатах Д. Клейнбока, Г. Маргу-
лиса и В. Бересневича в метрической теории диофантовых приближений. 

Ключевые слова: диофантовы приближения, алгебраические числа, дис-
криминанты, поле р-адических чисел, совместные приближения. 

 
Ведение 

Пусть 
 ( )                                                (1) 

 
многочлен с целыми коэффициентами степени   и высоты  ( )          |  |. 
Дискриминантом многочлена   с корнями            называется число  

 
 ( )        ∏ (     )        .                                                 (2) 

 
Если дискриминант записать как определитель матрицы, содержащей коэф-

фициенты многочлена  , не имеющего кратных корней, то нетрудно получить 
неравенства 

 
  | ( )|                                                                    (3) 

 
Положительные величины, зависящие только от   и не зависящие от   и 

    будем обозначать  ( ); где это необходимо, эти константы будут прону-
мерованы      ( )         . Символ    – это количество элементов конеч-
ного множества   ,    – меры Лебега и Хаара измеримых множеств   
      . 

Рассмотрим неравенство  
| ( )|                                                                  (4) 

 
Решением неравенства (4) является множество действительных чисел     , 

представляющее собой объединение не более, чем      интервалов    длины 
         |  (  )|, где    – ближайший к   корень ( ). Используя дискрими-
нант многочлена (1), можно доказать оценку |  (  )|         . 

Оценка снизу для |  (  )| позволяет получить оценки меры решений нера-
венства (4), однако, их недостаточно для получения точных результатов (про-
блема Малера, проблемы Бейкера-Шмидта, аналоги теоремы Хинчина). Поэтому 
кроме оценки снизу для |  (  )| необходимо иметь оценки сверху количества 
полиномов, для которых эти оценки выполняются. 
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Если дискриминант записать как определитель матрицы, содержащей коэф-
фициенты многочлена  , не имеющего кратных корней, то нетрудно получить 
неравенства 

 
  | ( )|                                                                    (3) 

 
Положительные величины, зависящие только от   и не зависящие от   и 

     будем обозначать  ( ); где это необходимо, эти константы будут прону-
мерованы      ( )        . Символ    – это количество элементов конечно-
го множества   ,    – меры Лебега и Хаара измеримых множеств         . 

Рассмотрим неравенство  
| ( )|                                                                  (4) 

 
Решением неравенства (4) является множество действительных чисел    , 

представляющее собой объединение не более, чем      интервалов    длины 
         |  (  )|, где    – ближайший к   корень  ( ). Используя дискрими-
нант многочлена (1), можно доказать оценку |  (  )|         . 

Оценка снизу для |  (  )| позволяет получить оценки меры решений нера-
венства (4), однако, их недостаточно для получения точных результатов (про-
блема Малера, проблемы Бейкера-Шмидта, аналоги теоремы Хинчина). Поэтому 
кроме оценки снизу для |  (  )| необходимо иметь оценки сверху количества 
полиномов, для которых эти оценки выполняются. 

В работе получены наилучшие к настоящему времени результаты, позволя-
ющие доказать новые теоремы в метрической теории диофантовых приближе-
ний. Найдены новые оценки для количества многочленов третьей и четвертой 
степени с заданными дискриминантами, делящимися на большую степень про-
стого числа. 

Рассмотрим следующий класс многочленов при натуральном    : 
 
  ( )  * ( )   , -         ( )   +                                         (5) 

 
В (5) степень многочлена  ( ) обозначена     ,   – высота  ( ).  
В работе Фолькмана показано, что проблема Малера [1] будет решена, если 

найти при         асимптотическое поведение величины    (   ), где  
 
  (   )  *    ( )   | ( )          |+                                    (6) 

 
Исследование класса полиномов   (   ) важно в теории диофантовых 

уравнений и диофантовых приближений. Давенпорт нашел оценку сверху для 
суммы значений дискриминантов многочленов из класса   (   ), что позволило 
Фолькману доказать кубический случай известной проблемы Малера. Широко 
применял оценки дискриминантов в задачах метрической теории диофантовых 
приближений В. Г. Спринджук [2, 3]. Им и Р. Бейкером найдена оценка снизу 
   (   )            для      

 . И Д.В. Коледой сверху    (   )  
  
        для      . 

В последние 20 лет в теории диофантовых приближений было получено не-
сколько значительных результатов, связанных с проблемой Малера 1932 года [4-
6], так и ее обобщением на невырожденные функции и поверхности [7-9]. Новые 
методы оказались полезными в задачах по оценкам количества целочисленных 
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суммы значений дискриминантов многочленов из класса   (   ), что позволило 
Фолькману доказать кубический случай известной проблемы Малера. Широко 
применял оценки дискриминантов в задачах метрической теории диофантовых 
приближений В. Г. Спринджук [2, 3]. Им и Р. Бейкером найдена оценка снизу 
   (   )            для      

 . И Д.В. Коледой сверху    (   )  
  
        для      . 

В последние 20 лет в теории диофантовых приближений было получено не-
сколько значительных результатов, связанных с проблемой Малера 1932 года [4-
6], так и ее обобщением на невырожденные функции и поверхности [7-9]. Новые 
методы оказались полезными в задачах по оценкам количества целочисленных 
полиномов с малыми значениями модулей производных в корнях полиномов [10] 
и заданными оценками модулей дискриминантов [1, 11-19]. Некоторые из ре-
зультатов приведены в монографиях [20-22]. 

 
Основная часть 

Пусть            – корни  ( ) как действительные, так и комплексные. В 
некоторых задачах принципиально доказать является ли корень    действитель-
ным алгебраическим числом или        . 

 
Лемма 1. Если полином  ( ) удовлетворяет условию |  |        ( ), то  

   ( )|  |  
 
      (         )       (     ).                                       (7) 

 
Лемма 2. Пусть     ( ),   – вещественное или комплексное число, 

   (  ). Тогда  

|    |       ( | ( )|
|  (  )|

 ( | ( )||  (  )|
 |     |)

 
 ).                              (8) 

 
Лемма 3. Для полинома (1) имеем  

   ( )| ( )|   ( )   ( )|  |, 
где     принимают значения 0, 1, …, n. 
 
Лемма 4. Пусть             – полиномы. Тогда  
 

 (       )    (  ) (  )  (  ), 
 

где   зависит лишь от степеней полиномов                . 
 
Лемма 5. Пусть |  | – бесконечная последовательность положительных чи-

сел. Для почти всех комплексных чисел существует лишь конечное число реше-
ний неравенства 

|                |                                                          (9) 
в целых числах              с условием    (|  | |  | |  | |  |)        ес-

ли только 

∑         
 

   
 

 
Леммы 1-5 доказаны в [2, 3, 22]. 

 
Разбиение на   –классы в  . 

4–
7–9

11–19
20–22

,
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|                |                                                          (9) 
в целых числах              с условием    (|  | |  | |  | |  |)        если 
только 

∑         
 

   
 

 
Леммы 1-5 доказаны в [2, 3, 22]. 

 
Разбиение на   –классы в  . 
Пусть     – произвольное, малое и в дальнейшем фиксированное число. 

Корни   полиномов      разобьѐм на классы ( -классы) следующим образом. 
Пусть              – все корни полинома  , минимального для  , ле-

жащие в верхней полуплоскости и удовлетворяющие условию 
 

|     |  |     |    |     |   .                     (10) 
 

Считаем, что    . Положим    ( ), 
 

  [  ]    |     |          (         ).                   (11) 

 
и определим целые числа            из неравенств 
 

  
     

    
            (         )                                    (12) 

 
Тогда  
 

  (    )  ⁄  |     |       ⁄            (         )                            (13) 
 
В силу (10)                , а в силу (12)     [   ]                  

            . Таким образом, с каждым корнем      полинома   можем 
связать целочисленный вектор   (          ) с неотрицательными компонен-
тами, при этом выполняются неравенства (13). 

 
Поле p-адических чисел. 
Пусть  ( ) – полином над       – конечное расширение  ,  ( )       

                      . Считаем, что все корни            полинома 
  различны и упорядочены так, что 

|     |  |     |    |     |  
Для каждого корня     определим множество  (  ) тех точек   поля  , ко-

торые удовлетворяют условию 
   
( )

|    |  |    |        (         )  
 

Лемма 6 [3, 22]. Пусть    (  ). Тогда  

|    |     (
| ( )|
|  (  )|

 (
| ( )|
|  (  )|

 |     |)
 
 
 )   

 
Лемма 7[3, 22]. Пусть     определена условием  

1–5
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Для каждого корня     определим множество       тех точек   поля  , ко-
торые удовлетворяют условию 

   
   

|    |  |    |                     
 

Лемма 6.  [3, 22]. Пусть        . Тогда  

|    |     (
|    |
|      |

 (
|    |
|      |

 |     |)
 
 
 )   

 
Лемма 7. [3, 22]. Пусть     определена условием  

|     |      |    |              
где максимум берется по всем    из области      . Тогда  

1. Если |     |   |     |  то область       есть круг  

|    |  |     |  
|     |
|      |

  
 

1. Если |     |   |     |  то область       есть пересечение       
с кругом 

|    |  |     | (
|    |
|      |

 |     |)
 
 
  

 
Лемма 8. [3, 22]. Если |  |     то |  |     . 

 
Разбиение на -классы в поле   . 
В дальнейшем предполагаем, что    . 
Выберем произвольно     и сделаем разбиение корней полиномов       

на классы аналогично тому, как это делалось в первой части работы.  
Пусть      ,      – некоторый корень  , а остальные корни полинома   

занумерованы так, что 
 

|     |  |     |    |     |      |     |      (14) 
 

Мы считаем здесь, что существует корень полинома   , удовлетворяющий 
неравенству |     |     

Положим   [  ]     |     |                     . 
Определим целые числа            неравенствами 
 

  
     

    
                                                        (15) 

 
Очевидно, тогда  

         ⁄  |     |       ⁄                         
В силу (14)             , так что из (15) следует  
 

   [   ]                                                (16) 
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Очевидно, тогда  
  (    )  ⁄  |     |       ⁄            (         )  

В силу (14)             , так что из (15) следует  
 

   [   ]                                                (16) 
 

Теперь каждому корню      полинома       мы сопоставляем целочис-
ленный вектор   (          ) с неотрицательными компонентами. Все  , име-
ющие один и тот же вектор  , объединяем в один класс   ( )   ( ). 

  Лемма 9. [3, 22]. Если класс  ( ) содержит бесконечное число элементов, то 

∑(   )
  
      

 

   
 

 
Лемма 10. [12]. Пусть    множество решений системы неравенств 
 

       | ( )|        ; 
       | ( )( )|        ; 

  
    | ( )( )|     ; 

                              
                           . 

 
в неприводимых полиномах  ( )  степени   и высоты      . Тогда суще-
ствуют такие числа      ( )       ( ) и натуральное число    ( ) та-
кое, где    — мера Лебега.      

 
    . 

 
Лемма 11. Пусть   – некоторый цилиндр в   ,     – множество                    

p-адических чисел, для которых справедлива система неравенств  
 

       | ( )|        ; 
       | ( )( )|     

    ;                           (17) 

  
   | ( )( )|    ; 

                                
                           . 

 
Тогда существуют такие действительные числа       и натуральное число 

    ( ) такие, что  

     
 
      

где    – мера Хаара в     
 
Лемма 12 (Лемма Гензеля). Пусть  ( )    [ ]      и | ( )|  

|  ( )|  . Тогда существует целое алгебраическое число     , такое что 
 ( )       |  ( )|  |  ( )|  , и  

 
|   |  | ( )| |  ( )|    |  ( )|   
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где    – мера Хаара в     
 
Лемма 12. (Лемма Гензеля). Пусть  ( )    [ ]      и | ( )|  

|  ( )|  . Тогда существует целое алгебраическое число     , такое, что 
 ( )       |  ( )|  |  ( )|  , и  

 
|   |  | ( )| |  ( )|    |  ( )|   

 
Лемма 12 вместе с леммами позволяет доказать утверждения о распределении 

алгебраических р-адических чисел         из алгебраического замыкания  ̅ . 
 
Лемма 13. Если         упорядочены так, что 
 

|    |  |    |   |    |                           (18) 
 

то верны следующие неравенства 
 

|    
( )( )|

 
 |  | |      |  |    |   

 
и поэтому при |    |  |      |  выполняется неравенство (18). 

 
Лемма 14. Пусть      и     числа         как в лемме 13. Положим 

                  и предположим, что 
            . 

Тогда корни  ( ) удовлетворяют неравенствам 
|    |    

              
 
Теорема. Пусть  ̅  (   )      и  

| ( )|         |  ( )|        
| ( )|         |  ( )|                                    (19) 
                   . 

 
Тогда существуют интервал   и цилиндр  , такие, что выполняется система 

неравенств (19),     и  
 (   )     (     )                                             (20) 

         
   
 . 

 
Доказательство. Предварительно докажем, что координаты вектора 

 ̅  (   ) принадлежат     . Из леммы 10 следует, что  
 

| ( )|         |  ( )|                                      (21) 
 
В (21) возможны 4 случая. Они аналогичны и поэтому будем считать, что 

| ( )|       |  ( )|   .  
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Доказательство. Предварительно докажем, что координаты вектора 
 ̅  (   ) принадлежат     . Из леммы 10 следует, что  

 
| ( )|         |  ( )|                                           (21) 

 
В (21) возможны 4 случая. Они аналогичны. И поэтому будем считать, что 

| ( )|       |  ( )|   .  
В этом случае (21) можно переписать в виде  
 

  | ( )|                   |  ( )|                         (22) 
 

Возьмем точку    для которой верны неравенства (22) и точку  
 

        
   |  (  )|                                         (23) 

 
Покажем, что в этой точке  (  )     В самом деле из формулы Лагранжа 

 (  )   ( )    (  )(    )   
    ( )(    )                    (24) 

 
где       . Из (23) и (24) имеем   (  )   . Это означает, что в точках    и   
полином принимает значения разных знаков. Отсюда следует, что между ними 
находится действительный корень полинома  ( )   Теперь используем теорему 
Гензеля и получим, что корень  ( ) из алгебраического замыкания  ̅  лежит в 
    

Из лемм 9—14 следует, что система неравенств (17) верна для множеств    
точек  ̅  (   ) и      

  (       ). Оценки сверху в (17) для значений 
| ( )| и | ( )|  получаются с использованием принципа ящиков Дирихле при 
         . Воспользуемся леммами10, 11 и оценками снизу для |  ( )| и 
|  ( )| из (20). Получим из леммы  

 
|    |           |    |          . 

 
Так как                , то 

         
                                                      (21). 

Из неравенства (20) можно получить значения меры Лебега-Хаара – интер-
валов   и цилиндров  , учитывая оценки снизу для      и     . Теорема 
может быть обобщена на совместные приближения в пространстве  

       
           

–
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Заключение
Доказанная теорема улучшила результаты, известные ранее в теории диофан-

товых приближений. В поле р-адических чисел это новая теорема. Методы доказа-
тельства могут быть перенесены на совместные приближения.

СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННЫХ ИСТОЧНИКОВ
1. Mahler, K. An inequality for the discriminant of a polynomial / K. Mahler // Michigan 

Math. – 1964. – Vol. 11. – P. 257–262.
2. Sprindzuk, V. G. Mahler’s problem in metric number theory, volume / V. G. Sprindzuk 

// Translations of Mathematical Monographs. Vol. 25. – American Mathematical Society, 
Providence, RI, 1969. – 192 p.

3. Спринджук,  В. Г. Доказательство гипотезы Малера о мере множества S-чисел /                
В. Г. Спринджук // Изв. АН СССР. Сер. Мат. – 1965. – № 2. – С. 379–436.

4. Bernik, V. I. Lengths of the intervals where integer polynomials can attain small values / 
V. Bernik, D. Basilyev, N. Kalosha, Z. Panteleeva // Dokl. Nats. Frfd. Nayk Belarusi. – 2024. – 
Vol. 68, № 8. – P. 447–453.

5. Beresnevich,  V. V. On approximation of real numbers by real algebraic numbers /                               
V. V. Beresnevich // Acta Arithmetica. – 1999. – Vol. 90, № 2. – P. 97–112.

6. Берник,  В. О точном порядке приближения нуля значениями целочисленных 
многочленов / В. Берник // Acta Arithmetica. – 1989. – Vol. 53, № 1. – P. 17–28.

7. Beresnevich V. Metric Diophantine approximation: The Khintchine-Groshev theorem for 
nondegenerate manifolds / V. Beresnevich, V. Bernik, D. Kleinbock, G. A. Margulis // Mosc. 
Math. J. – 2002. – Vol. 2. – P. 203–225.

8. Bernik, V. I. Khintchine-type theorems on manifolds: the convergence case for standards 
and multiplicative versions / V. I. Bernik, D. Y. Kleinbock, G. A. Margulis // Internat. Res. Notices. – 
2001. – Vol. 9. – P. 453−486.

9. Kleinbock, D. Y. Flows on Homogeneous Spaces and Diophantine Approximation on 
Manifolds / D. Y. Kleinbock, G. A. Margulis // Annals of Mathematics. – 1998. – Vol. 148,                        
№ 1. – P. 339–360.

10. Lewis, R.  A formal Proof of Hensel’s Lemma over the p-adic Integers. In Proceedings 
of the 8th ACM SIGPLAN International Conference on Certified Programs and Proofs (CPP’19) /                            
R. Lewis. – URL: https://doi.org/10.1145/3293880.3294089 (date of access: 1.06.2025)

11. Badziahin, D. Simultaneous Diophantine approximation to points on the Veronese curve 
[Electronic resource] / D. Badziahin. – URL: https://arxiv.org/abs/2403.17685 (date of access: 
2.06.2025)

12. Beresnevich,  V. V. Integral polynomials with small discriminants and resultants /                         
V. V.  Beresnevich, V. I.  Bernik, F.  Götze // Advances in Mathematics. – 2016. – Vol. 298. –                                                                                                         
P. 393–412.

13. Beresnevich,  V.   Simultanejus approximation of zero by an integral polinomials, its 
derivative, and small vaiues of discriminants. / V. Beresnevich // Dokl. Nats. Akad. Nauk 
Belarusi. – 2010. – Vol. 54. – P. 26–28.

14. Bernik,  V.  I. Exact upper bounds for the number of the polynomials with given 
discriminants / V. I. Bernik, N. Budarina, F. Goetze // Lithuanian Mathematical Journal. – 2017. – 
Vol. 57. – P. 283–293.

15. Bernik,  V. I. How do discriminants of integer polynomials depend on the mutual 
arrangement of roots? / V. Bernik, N. Budarina, H. O’Donnell // Chebyshev collection. – 2015. – 
Vol. 16, № 1. – P. 153–162.

16. Bernik,  V. I. Discriminants of integer polynomials in the archimedean and non-
archimedean metrics / V. Bernik, N. Budarina, H. O’Donnell // Acta Mathematica Hungarica. – 
2018. – Vol. 154, №2. – P. 265–278.



26               ВЕСНІК МДУ імя А. А. КУЛЯШОВА № 2 (66) ● 2025 ●

17. Budarina, N. New estimates for the number of integer polynomials with given 
discriminants / N. Budarina, V. Bernik, H. O’Donnell // Lithuanian Mathematical Journal. – 2020. – 
Vol. 60. – P. 1–8.

18. Koleda, D. On the distribution of polynomial discriminants: totally real case / D. Koleda 
// Lithuanian Mathematical Journal. – 2019. – Vol. 59. – P. 67–80.

19. Yuan, J. On the number of polinomials with small discriminants in the euclidean and 
p-adic metrics. / J. Yuan, N. Budarina, D. Dickinson // Acta Mathematica Sinica. – 2012. – Vol. 
28. – P. 467–476.

20. Bugeaud, Y. Approximation by algebraic numbers / Y. Bugeaud // Cambridge Tracts in 
Mathematics, Cambridge University Press. – 2004. – Vol. 160. – 290 p.

21. Schmidt, W. M. Diophantine approximation / W. M. Schmidt. –Springer-Verlag, Berlin 
and New York, 1980. – 299 p.

22. Bernik V. I. Metric Diophantine approximation on manifolds / V. I. Bernik, M. M. Dodson 
// Cambridge : CUP, 1999. – Vol. 137. – 172 p.

Поступила в редакцию 10.06.2025 г.
Контакты: kemesh.oksana@gmeil.com (Кемеш Оксана Николаевна), korlyukova_

ia@grsu.by (Корлюкова Ирина Александровна), sakovich_nv@m.msu.by (Сакович 
Наталья Владимировна)

Kemesh O. N., Korlyukova I. A., Sakovich N. V. REAL INTERVALS OF 
THE P-ADIC CYLINDER OF LARGE LEBESGUE-HAAR MEASURE IN 
DIOPHANTINE APPROXIMATIONS

The theory of Diophantine approximations arose from the theory of Dirichlet and 
Minkowski, in which upper bounds were proved by replacing real numbers with ra-
tional numbers and transcendental numbers with algebraic ones. Recently, there have 
been papers in which estimates of the Lebesgue measure of a set of such intervals have 
been found I  , for which inequalities ( )P x H  in polynomials 

   ( )P x x  degrees deg ( )P x n  and heights
 

 ( )H H P , equal to the maxi-

mum of the coefficient modulus ( )P x . In this paper, we obtain estimates from below 
of Lebesgue-Haar measures of sets  ( )P  solutions to systems of inequalities 

  
      1 2

1 2

1
( ) , ( ) , 0, 1 .

3

v v

ip

n
P x H P H v v v

 
The proof is based on recent results by D. Kleinbock, G. Margulis, and V. 

Beresnevich in the metric theory of Diophantine approximations  
Keywords: Diophantine approximations, algebraic numbers, discriminiants, p-adic 

number field, simultaneous approximations. 
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Работа посвящена исследованию многомерного интегрального преобразова-
ния с H-функцией Фокса в ядре в весовых пространствах, измеримых по Лебегу 
функций в области n

  с положительными координатами. С помощью методи-
ки, основанной на применении многомерного преобразования Меллина и его 
свойств, получены условия ограниченности и взаимной однозначности операто-
ра исследуемого преобразования из одних весовых пространств интегрируемых 
функций в другие, доказан аналог формулы интегрирования по частям. Для рас-
сматриваемого преобразования установлены различные интегральные пред-
ставления. Результаты исследования обобщают результаты, полученные ранее 
для соответствующего одномерного преобразования. 

Ключевые слова: многомерное интегральное преобразование, H-функция 
Фокса, преобразование Меллина, весовое пространство интегрируемых функций, 
дробные интегралы и производные.  

 

Введение 

     Рассматривается многомерное интегральное преобразование [1; 2 формула (1)]: 

  
1,m, n
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1,0

( )
H (x) H x t (t) t (x 0),

( )

i i p

j j q
f f d
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 (1) 

где ([1–3]; [4], §28; [5], гл.1; [6, 7]) 1 2x ( , , ..., ) n
nx x x  ; 1 2t ( , , ..., ) n

nt t t  ; 
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Функция в ядре преобразования (1)  
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представляет собой произведение H- функций Фокса  ,
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где  
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В представлении (3) L – специально выбранный бесконечный контур [8, раз-
дел 1.1], пустые произведения в (4), если таковые имеются, считаются равными 
единице.  

H-функция является наиболее общей из известных специальных функций и 
включает в себя в качестве частных случаев элементарные функции и специаль-
ные функции гипергеометрического типа и типа Бесселя, а также G-функцию 
Мейера. С теорией Н-функции (3) можно ознакомиться в ([8], гл. 1–4; [9] раздел 
8.3; [10], гл.2; [11], гл.1).  

Из-за общности H-функции Фокса многие специальные интегральные преоб-
разования имеют вид, изучаемый в данной работе, в том числе операторы с таки-
ми ядрами, как обобщенные гипергеометрические функции, классические гипер-
геометрические функции, функции Бесселя и модифицированные функции Бес-
селя и другие. Более того, рассматриваемый класс охватывает наиболее важные 
дробные интегральные операторы, такие как операторы типа Римана – Лиувилля.  

В работе [1] были изучены функциональные свойства преобразования (1) в 
весовых пространствах , 2L , измеримых по Лебегу функций 
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Настоящая работа продолжает эти исследования: устанавливаются условия 
ограниченности и взаимной однозначности оператора преобразования (1), раз-
личные интегральные представления, дается описание образов такого оператора 
в весовых пространствах ,rL  интегрируемых функций (x)f , таких что  
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Все результаты для преобразования (1) обобщают полученные ранее для со-
ответствующего одномерного преобразования ([8], глава 4.1):  
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В представлении (3) L – специально выбранный бесконечный контур [8, раз-
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в пространстве ,rL  измеримых по Лебегу функций f  на (0, )   , для ко-
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Н-преобразование (5) обобщает многие интегральные преобразования: преоб-
разования с G-функцией Мейера, преобразования Лапласа и Ханкеля, преобразо-
вания с гипергеометрической функцией Гаусса, преобразования с другими ги-
пергеометрическими функциями и функциями Бесселя. Обзор результатов и биб-
лиографию в этой области для одномерного случая можно найти в монографии 
[8]. Кроме того, рассматриваемый в данной статье тип интегральных преобразо-
ваний обобщает известные интегральные преобразования с функцией Лежандра в 
ядрах (12) и операторы Бушмана – Эрдейи [13; 14]. Классы операторов с Н-
функцией Фокса также важны в теории интегральных преобразований [15–17], в 
теории операторов дробного интегро-дифференцирования и приложениях [18; 
19].  

 

Вспомогательные сведения. 

Свойства Н-функции  ,
,

m n
p qH z  (3) зависят от констант ([8], формулы (1.1.7)–

(1.1.15)):  
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Пустые суммы в (6), (8), (9), (10) и пустые произведения в (7), если таковые 
имеются, считаются равными единице и нулю соответственно.  

Нам понадобятся: формула понижения для Н-функции [8, формула (2.1.1)] 

Н-преобразование (5) обобщает многие интегральные преобразования: пре-
образования с G-функцией Мейера, преобразования Лапласа и Ханкеля, преоб-
разования с гипергеометрической функцией Гаусса, преобразования с другими 
гипергеометрическими функциями и функциями Бесселя. Обзор результатов 
и библиографию в этой области для одномерного случая можно найти в моно-
графии [8]. Кроме того, рассматриваемый в данной статье тип интегральных 
преобразований обобщает известные интегральные преобразования с функцией 
Лежандра в ядрах (12) и операторы Бушмана – Эрдейи [13; 14]. Классы опера-
торов с Н-функцией Фокса также важны в теории интегральных преобразований                                                                                                    
[15–17], в теории операторов дробного интегро-дифференцирования и приложе-
ниях [18; 19].
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равенство [8, формула (2.2.7)] 
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Теорема 1. [8, Теорема 3.4] Пусть       и выполняется любое из условий 
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где A - положительная постоянная, зависящая только от  . 

Многомерное преобразование Меллина функции 1 2(x) ( , , ..., )nf f x x x , 

1 2x ( , , ..., ) n
nx x x   , определяется по формуле: 
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1 2( , , ..., ) n
ns s s s . Обратное преобразование Меллина дается формулой: 
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Меллина (114) можно ознакомиться, например, в книгах ([5], глава 1; [20; 21]). 

–
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Через  X , Y  обозначим множество ограниченных линейных операторов, дей-
ствующих из банахова пространства X  в банахово пространство Y . 

Условия ограниченности операторов преобразований (15), (16) и преобразо-
ваний Меллина (14) от (15), (16) получены из утверждений для соответствующих 
одномерных случаев [8, теорема 3.2] с учетом результатов в [3]. 

Теорема 2 Справедливы следующие утверждения:  
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(1 Re( ))k k k      ( 1, )k n , тогда для всех 1 2( , , ..., )ns s s s , k ks r , таких что 

1 1 Re( )k k ks r   ( 1, )k n , оператор 0 ; , , ,I [ , ]r s

   σ L L  и является взаимно 

однозначным. Для 1 2kr  , ,k lr r k l   ( 1, )k,l n , и ,rf  L , выполняется ра-
венство:  

0 ; ,

Г 1
I )( ) )( )

Г 1
f f

 

 
   

 
 

     
 

σ

s

σ
s s

s

σ

(M (M  (Re( ) ) s .  (17) 

b) Если 1 2( , , ..., )nr r r r , 1 kr   , ,k lr r k l  ( 1, )k,l n ; Re( ) 0k   и 

Re( )k k k     ( 1, )k n , тогда для всех 1 2( , , ..., )ns s s s , k ks r , таких что 

1 1 Re( )k k ks r   ( 1, )k n , оператор ; , , ,I [ , ]r s

   σ L L  и является взаимно 

однозначным. Для 1 2kr  , ,k lr r k l   ( 1, )k,l n , и ,rf  L , выполняется ра-
венство:  
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Г
I )( ) )( )

Г
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 
 
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 

σ

s

σ
s s

s

σ

(M (M  (Re( ) ) s .  (18) 

. Справедливы следующие утверждения:
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однозначным. Для 1 2kr  , ,k lr r k l   ( 1, )k,l n , и ,rf  L , выполняется ра-
венство:  

                  ; ,

Г
I )( ) )( )

Г
f f

 

 
  

 
 
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 

σ

s

σ
s s

s

σ

(M (M  (Re( ) ) s .  (18) 

Для формулировки результатов для Н-преобразования (1) нам понадобятся 
следующие многомерные постоянные, аналогичные одномерному случаю, опре-
деляемые через параметры Н-функции (3) ([8], (3.4.1), (3.4.2), (1.1.7) – (1.1.13)):  

пусть 1 2( , , ..., )n     , 1 2( , , ..., )n     , где  

1

1 1 1

1
11

1

Re( )
min , 0,

, 0,

j

j m j

b
m

m

 

  
  

     

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1 1 1

1
11
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min , 0,
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i n i

a
n
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 

  
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     


 

 

          
 (19) 
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j
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b
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  
  

     

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1 Re( )
min , 0,
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n

n n n

i
n

i nn i

n

a
n

n

 

  
  

     


 

 

пусть * * * *
1 2( , , ..., )na a a a , 1 2( , , ..., )n      и 

1 1 1 1

1 1 1 1
1 1

1
1 1 1 1

,
n p m q

i i j j
i i n j j m

a 

     

                    
1 1

1 11
1 1

,
q p

j i
j i 

       

…          
 (20) 

1 1 1 1
,

n n n n

n n n n
n n

n p m q

n i i j j
i i n j j m

a 

     

                
1 1

;
n n

n n

q p

n j i
j i 

       

пусть 1 2( , , ..., )n      и 

1 1
1 1

1 1
1

1 1

i j
p q

i j
i j

 

 

     , …, 
11 1
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i jn n

n

p q

n i j
i j

 

 

     ;    (21) 

пусть 1 2, , ..., )n   = (  и  

 
1 1

1 1

1 1
1

1 1 2

q p

j i
j i

p q
b a

 


     , …, 

1 1 2

n n

n n

q p
n n

n j i
j i

p q
b a

 


     .

 (22) 

Исключительным множеством H  функции m ,n
p,q ( )sH : 

1,1, p ,m ,n m ,n
p,q p,q ,

1, q 1,1

( , )( )
( )

( ) ( , )
k k kk k

k k
k k k

n i i pi i m n
kp q

j j j j qk

a
s

b

    
    

      


a ,
s s

b ,
H H H   (23) 
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1 1

1 1

1 1
1

1 1 2

q p

j i
j i

p q
b a

 


     , …, 

1 1 2

n n

n n

q p
n n

n j i
j i

p q
b a

 


     .                           (22) 

Исключительным множеством H  функции m ,n
p,q ( )sH : 

1,1, p ,m ,n m ,n
p,q p,q ,

1, q 1,1

( , )( )
( )

( ) ( , )
k k kk k

k k
k k k

n i i pi i m n
kp q

j j j j qk

a
s

b

    
    

      


a ,
s s

b ,
H H H   (23) 

назовем множество векторов 1 2( , , ..., ) n
n       1 2( ... )n       таких, что 

1k k k       ( 1,k n ), где параметры ,k k   ( 1,k n ) определены формулами 

(20) и функции ,
, ( )k k

k k

m n
kp q sH  ( 1, )k n  вида (4) имеют нули на прямых 

Re( ) 1k ks     ( 1,k n ), соответственно, [1, формула (27)]. 

Многомерное преобразование Меллина (14) от (1) выражается формулой                
[1, формула (28)]: 

1, pm ,n
p,q

1, q

( )
( H )( ) ( )(1 )

( )

i i

j j
f f

  
   

  

a ,
s s s

b ,
M MH .    (24) 

В следующей теореме представлены функциональные свойства многомерного 
преобразования H f  (1) в пространстве , 2L  для случая, когда постоянные (20) 

и (22) принимают значения * 0k ka    , Re( ) 0k   ( 1, )k n  и 

1 2( , , ..., ) n
n       ( , )k l k l    . 

Теорема 3. [1, Теорема 3] Пусть  

1k k k      ; ,k l k l     ( 1, )k,l n ;  (25) 

и выполняется любое из условий:  

0ka   ( 1, )k n  (26) 

или  

 * 0; 1 Re( ) 0,k k k ka        ( 1, )k n .   (27) 

Верны следующие утверждения: 

a) Существует взаимно однозначное преобразование , 2 1 ,2H [ , ]  L L  такое, 

что равенство (24) выполняется для , 2f  L  и Re( ) 1  s . 

Если  * 0; 1 Re( ) 0,k k k ka         ( 1, )k n  и   H , то оператор H пре-
образования (1) биективно отображает , 2L  на 1 ,2L . 

b) Если , 2f  L  и , 2g  L ,то имеет место формула:  

   
0 0

(x) H (x) d x H (x) (x) dxf g f g
 

  .  (28) 

c) Пусть , 2f  L , 1 2( , , ..., ) n
n      , 1 2( , , ..., ) n

nh h h h   . Если 

R e( ) (1 ) 1h     , то преобразование H f  (1) представимо в виде 
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Исключительным множеством H  функции m ,n
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b ,
H H H   (23) 

назовем множество векторов 1 2( , , ..., ) n
n       1 2( ... )n       таких, что 

1k k k       ( 1,k n ), где параметры ,k k   ( 1,k n ) определены формулами 

(20) и функции ,
, ( )k k

k k

m n
kp q sH  ( 1, )k n  вида (4) имеют нули на прямых 

Re( ) 1k ks     ( 1,k n ), соответственно, [1, формула (27)]. 

Многомерное преобразование Меллина (14) от (1) выражается формулой                
[1, формула (28)]: 

1, pm ,n
p,q

1, q
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( H )( ) ( )(1 )
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i i

j j
f f
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   

  

a ,
s s s

b ,
M MH .    (24) 

В следующей теореме представлены функциональные свойства многомерного 
преобразования H f  (1) в пространстве , 2L  для случая, когда постоянные (20) 

и (22) принимают значения * 0k ka    , Re( ) 0k   ( 1, )k n  и 

1 2( , , ..., ) n
n       ( , )k l k l    . 

Теорема 3. [1, Теорема 3] Пусть  

1k k k      ; ,k l k l     ( 1, )k,l n ;  (25) 

и выполняется любое из условий:  

0ka   ( 1, )k n  (26) 

или  

 * 0; 1 Re( ) 0,k k k ka        ( 1, )k n .   (27) 

Верны следующие утверждения: 

a) Существует взаимно однозначное преобразование , 2 1 ,2H [ , ]  L L  такое, 

что равенство (24) выполняется для , 2f  L  и Re( ) 1  s . 

Если  * 0; 1 Re( ) 0,k k k ka         ( 1, )k n  и   H , то оператор H пре-
образования (1) биективно отображает , 2L  на 1 ,2L . 

b) Если , 2f  L  и , 2g  L ,то имеет место формула:  

   
0 0

(x) H (x) d x H (x) (x) dxf g f g
 

  .  (28) 

c) Пусть , 2f  L , 1 2( , , ..., ) n
n      , 1 2( , , ..., ) n

nh h h h   . Если 

R e( ) (1 ) 1h     , то преобразование H f  (1) представимо в виде 
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b) Если , 2f  L  и , 2g  L ,то имеет место формула:  

   
0 0

(x) H (x) d x H (x) (x) dxf g f g
 

  .  (28) 

c) Пусть , 2f  L , 1 2( , , ..., ) n
n      , 1 2( , , ..., ) n

nh h h h   . Если 

R e( ) (1 ) 1h     , то преобразование H f  (1) представимо в виде 

1 ( 1) / ( 1) /d
(H )(x) x x

dx
h hf h   

1,pm ,n 1
p 1,q 1

1,q0

( , ), ( , )
H xt (t) dt

( , ) , ( 1, )

i i

j j

h
f

h




 

  
 
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

a

b
, (29) 

при R e( ) (1 ) 1h      выражается формулой  

1 ( 1) / ( 1) /d
(Н )(x) x x

dx
h hf h     1,pm 1,n

p 1,q 1
1,q0

( , ) , ( , )
H xt (t) dt

( 1, ), ( , )

i i

j j

h
f

h



 

  
 

    


a

b
. (30) 

d) Преобразование H f  не зависит от   в том смысле что, если   и   удо-
влетворяют (25) и выполняются условия (26) или (27), и если преобразования 
H f  и H f  определяются в пространствах , 2L  и , 2L  равенством (24), то 

H Hf f  для , 2, 2f  L L . 

Приведем свойства преобразования H f (1) в пространствах ,rL , 

1 2( , , ..., ) n
nr r r r  , 1 r   , ,k lr r k l  ; 1 2( , , ..., ) n

n      , ,k l k l    ; 

когда константы (20) и (22) равны соответственно * 0k ka    , Re( ) 0k   

( 1, )k n . 

Теорема 4 [2, теорема 3] Пусть  

* 0, 0, Re( ) 0k k ka       ( 1, )k n ; и 1k k k      , ,k l k l     ( 1, )k,l n . 

Пусть 1 kr   , ,k lr r k l   ( 1, )k,l n . 

a) Преобразование H f  (1), определенное на , 2L , может быть продолжено 

на ,rL  до элемента , 1 ,[ , ]r r L L . 

b) Если 1 2kr  , ,k l k l     ( 1, )k,l n , то преобразование H f  взаимно 
однозначно и выполняется равенство (24) для ,rf  L . 

c) Если   H , то преобразование H f  (1) взаимно однозначно на ,rL  и его 
образ описывается равенством: 

, 1 ,H( )r r L L .      (31) 

d) Если ,rf  L  и , 'rg  L  ' / ( 1)r r r  , то выполняется равенство (28): 

e) Если ,rf  L , 1 2( , , ..., ) n
n      , 1 2( , , ..., ) n

nh h h h   , то преобра-

зование H f  (1) определяется равенством (29) для R e( ) (1 ) 1h      или равен-

ством (30) для R e( ) (1 ) 1h     . 

 

. [2, теорема 3] Пусть

,
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, 1 ,H( )r r L L .      (31) 

d) Если ,rf  L  и , 'rg  L  ' / ( 1)r r r  , то выполняется равенство (28): 

e) Если ,rf  L , 1 2( , , ..., ) n
n      , 1 2( , , ..., ) n

nh h h h   , то преобра-

зование H f  (1) определяется равенством (29) для R e( ) (1 ) 1h      или равен-

ством (30) для R e( ) (1 ) 1h     . 

 
H-преобразование в ,rL -пространствах при * 0a     и Re( ) 0   

Опираясь на результаты теоремы 3 и теоремы 4, в данной части работы изу-
чим преобразование (1) в пространствах ,rL , 1 2( , , ..., ) n

nr r r r  , 1 r   , 

,k lr r k l  ; 1 2( , , ..., ) n
n      , ,k l k l    , когда постоянные (20) и (22) 

принимают значения * 0k ka    , Re( ) 0k   ( 1, )k n . Полученные результаты 
обобщают полученные ранее для соответствующего одномерного случая. [8, гла-
ва 4.2].  

Теорема 5. Пусть * 0, Re( ) 0k k ka       ( 1, )k n ; 1k k k      ; 

,k l k l     ( 1, )k n ; 0km   или 0kn   ( 1, )k n . Пусть 1 kr   , ,k lr r k l 

( 1, )k,l n . 

Имеют место следующие утверждения. 

a) Преобразование H f  (1), определенное на , 2L , может быть продолжено 

на ,rL  до элемента , 1 ,H [ , ]r s  L L  для всех 1 2( , , ..., )ns s s s , 1 2( , , ..., )nr r r r , 

k ks r  таких, что 1 1 Re( )k k ks r    ( 1, )k n . 

b) Если 1 2kr  , ,k lr r k l   ( 1, )k,l n , то H f преобразование (1) взаимно 
однозначно и выполняется равенство (24). 

c) Пусть 1 2( , , ..., ) n
n       , ,k l k l     ( 1, )k,l n . Если   H , то пре-

образование H f  (1) взаимно однозначно на ,rL  и его образ описывается ра-
венствами: 

, 1 ,; ,H( ) I ( )r r


    
L L      (32) 

для 0km   ( 1, )k n  и 

, 1 ,0 ; , 1
H ( ) I ( )r r


     

L L      (33) 

для 0kn   ( 1, )k n . Если   H , то множество ,H( )rL  является подмно-
жеством правых частей (32) и (33) соответственно.  

d) Если ,rf  L  и ,sg  L , 1 ks   , 1 kr   , ,k lr r k l  ( 1, )k,l n  и 

1 1 1 1 Re( )k k kr s      ( 1, )k n , то выполняется равенство (28): 
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для 0kn   ( 1, )k n . Если   H , то множество ,H( )rL  является подмноже-
ством правых частей (32) и (33) соответственно.  

d) Если ,rf  L  и ,sg  L , 1 ks   , 1 kr   , ,k lr r k l  ( 1, )k,l n  и 

1 1 1 1 Re( )k k kr s      ( 1, )k n , то выполняется равенство (28): 

e) Если ,rf  L , n   и 0h  , то преобразование H f  определяется ра-

венством (29) для R e( ) (1 ) 1h     , или равенством (30) для R e( ) (1 ) 1h     . 
Более того, H f  представимо в виде (1). 

Доказательство. Так как по условию 1k k k      , k l   , k l  ( 1, )k,l n

; * 0ka   и  1 Re( ) Re( ) 0k k k k         ( 1, )k n , тогда на основании теоремы 
3 преобразование H f  (1) определено в пространстве , 2L .  

Если 0km   или 0kn  , то k  или k  ( 1, )k n  определяются соответствую-
щими равенствами в (19). Устанавливаем, что 

1,
1,

1 +1, +1

1,

1
( , ) , ,Г

1Г , , ( , )

i i

j j



                                     

p
m n
p q

q

s a

s s s
s

b

H ( ) = H ( ) H  

 (34) 

1,
1
1 1

1
1,

1
( , ) , ,

1
, , ( , )

k k k

k k

k k

k k k

k
i i pn k km + ,n

kp + ,q +
k k

k j j q
k k

a

s

b


  
   

   
 
         

= H  

для 0km  ,  

 

1,
, 1

2 +1, +1

1,

1
1 , , ( , )Г

1Г ( , ) , 1 ,

i i

j j



                                      

p
m n
p q

q

s a

s s s
s

b

H ( ) = H ( ) H  

                                                                      (35) 

1,
1

1 1
1

1,

1
1 , , ( , )

1
( , ) , 1 ,

k k k

k k

k k

k k k

k
k i i p

n k km ,n
kp + ,q +

k k
j j q

k k

a

s

b





  
     

   
 

        

= H  

для 0kn  .  

Обозначим через  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1( , ..., ), ( , ..., ), ( , ..., ), ( , ..., ), ( , ..., ), ( , ..., )n n n n n na a a                     ; 

;
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1,
1

1 1
1

1,

1
1 , , ( , )

1
( , ) , 1 ,

k k k

k k

k k

k k k

k
k i i p

n k km ,n
kp + ,q +

k k
j j q

k k

a

s

b





  
     

   
 

        

= H  

для 0kn  .  

Обозначим через  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1( , ..., ), ( , ..., ), ( , ..., ), ( , ..., ), ( , ..., ), ( , ..., )n n n n n na a a                     ; 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2
1 1 1 1 1 1( , ..., ), ( , ..., ), ( , ..., ), ( , ..., ), ( , ..., ), ( , ..., )n n n n n na a a                      

постоянные для функций 1H  и 2H  соответственно, которые определяем через 
таковые в (19) – (22) для функции H . Имеем 

1 1max[ , Re( )] , ,k k k k k k k             
1 1 1 10, 0, , 0,k k k k k k ka a            ( 1, )k n ;                   (36) 

2 2, min[ , Re( )] ,k k k k k k k             
2 2 2 20, 0, , 0,k k k k k ka a            ( 1, )k n . 

На основании (36) заключаем, что исключительные множества 
1H и 

2H  для 

1H  и 2H  в определении (23) совпадают с множеством H  для функции H . Так 

как 1 0k  , 2 0k  ( 1, )k n , то по теореме 4 1 , 1 ,H [ , ]r r  L L  и 

2 , 1 ,H [ , ]r r  L L  для m 0  и для n 0 , соответственно. Далее, если ,rf  L  и 
1 2r  , тогда согласно (24): 

( H )( ) ( ) ( )(1 )i if f s s sMÐ MH   (Re( ) 1 ; 1, 2)i   s .  (37) 

Установили, что  

1 1; ,H I H
   

      (38) 

для m 0  и  

2 20 ; , 1
H I H

    
     (39) 

для n 0 .  

Пусть а) m 0  или б) n 0 . Пусть 1( , ..., )nr r r  и 1 ... nr r  ; 1( , ..., )ns s s  и 

1 2...s s  ; 1 ,r s r    , 1 / 1 Re( )s r   . Из теоремы 2(b) и теоремы 2(a) 

следует, что 1 , 1 ,; ,I [ , ]r s


    
 L L  для 1     и 1 , 1 ,0 ; , 1

I [ , ]r s


     
 L L  

для 1     соответственно. Отсюда, если 1       и 1 r   , получаем 

, 1 ,H [ , ]i r s  L L  ( 1, 2)i   для всех s r  с 1 1 Re( )s r   . Так как по теореме 

2(a) и теореме 2(b) операторы ; ,I
   

 и 
0 ; , 1

I
    

 взаимно однозначны на 

1 ,rL , то из пунктов (b), (c) теоремы 4 следует, что если   H  или если 

H
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следует, что 1 , 1 ,; ,I [ , ]r s


    
 L L  для 1     и 1 , 1 ,0 ; , 1

I [ , ]r s


     
 L L  

для 1     соответственно. Отсюда, если 1       и 1 r   , получаем 

, 1 ,H [ , ]i r s  L L  ( 1, 2)i   для всех s r  с 1 1 Re( )s r   . Так как по теореме 

2(a) и теореме 2(b) операторы ; ,I
   

 и 
0 ; , 1

I
    

 взаимно однозначны на 

1 ,rL , то из пунктов (b), (c) теоремы 4 следует, что если   H  или если 

1 2r  , то H i ( 1, 2)i   взаимно однозначны на ,rL . Для ,rf  L , 1       и 
1 2r  , учитывая (38), (18), (37), (34) и (39), (17), (37), (35) получаем:  

1 1 1; ,

Г

( H )( ) ( I H )( ) ( H )( )

Г

f f f
   

  
    

  
   

s

s s s
s

MÐ M M  

1

Г

( )( )(1 ) ( )( )(1 )

Г

f f

  
     

  
   

s

s s s s
s

H HM M  (Re( ) 1 )  s  (40) 

для случая а) и  

2 2 20 ; , 1

Г

( H )( ) ( I H )( ) ( H )( )

Г

f f f
    

  
 

   
  

  
 

s

s s s
s

MÐ M M  

2

Г

( )( )(1 ) ( )( )(1 )

Г

f f

  
 

    
  

  
 

s

s s s s
s

H HM M  (Re( ) 1 )  s  (41) 

для случая б), соответственно. В частности, для , 2f  L , 1      , выполня-
ется равенство: 

( H )( ) ( H )( )i f fs sM M  ( Re( ) 1 ; 1, 2i   s ), 

для случаев а) и б), соответственно. Получили, что H H i  на , 2L  ( 1, 2)i  . Та-

ким образом, преобразование H f  может быть расширено на ,rL , если опреде-
лить его как 1H f  для случая а) и как 2H f  для случая б), и , 1 ,H [ , ]r s  L L  для 
всех s r  таких, что 1 1 Re( )s r   . Это завершает доказательство (а).  

Утверждение (b) следует из того, что преобразования H i f  ( 1, 2)i   взаимно 

однозначны по теореме 4 и из того, что ; ,I f
   

 и 
0 ; , 1

I f
    

 взаимно одно-

значны также.  

Докажем (с). Если условия теоремы 5 выполняются, то в соответствии с тео-
ремой 4 , 1 ,H ) ( 1, 2)i r r i  (L L . Если при этом   H , то , 1 ,H )i r r (L L

( 1, 2)i  . Поэтому из формул (38), (40), и (39), (41) следует: для а) 

, 1 ,; ,H( ) I )r r


    
L (L , и если   H , то , 1 ,; ,H( ) I )r r


    

L (L , что 

следует, что 1 , 1 ,; ,I [ , ]r s


    
 L L  для 1     и 1 , 1 ,0 ; , 1

I [ , ]r s


     
 L L  

для 1     соответственно. Отсюда, если 1       и 1 r   , получаем 

, 1 ,H [ , ]i r s  L L  ( 1, 2)i   для всех s r  с 1 1 Re( )s r   . Так как по теореме 

2(a) и теореме 2(b) операторы ; ,I
   

 и 
0 ; , 1

I
    

 взаимно однозначны на 

1 ,rL , то из пунктов (b), (c) теоремы 4 следует, что если   H  или если 

1 2r  , то H i ( 1, 2)i   взаимно однозначны на ,rL . Для ,rf  L , 1       и 
1 2r  , учитывая (38), (18), (37), (34) и (39), (17), (37), (35) получаем:  
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s
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для случая а) и  
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Re( ) 1   . Так как 1 ( 1, )k k k k n       , из [8, теорема 1.2] следует, что при 
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1, 1

k k

k k

m n
kp qH t

   ( 1, )k n  непрерывно 

дифференцируемы относительно kt  ( 1, )k n  на  . Отсюда в (29) возможна 
операция дифференцирования под знаком интеграла. Применяя равенства (11) и 
(12), получаем: 
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при условии, что последний интеграл в (43) существует. Существование этого 
интеграла докажем, используя теорему 1. Выберем 1 1 1

1( , ..., )n     и 
2 2 2

1( , ..., )n     так, чтобы 1 21k k k k k           ( 1, )k n . В соответствии с 

(13) найдутся постоянные 1A  и 2A  такие, что почти для всех 0kt   ( 1, )k n  бу-
дут выполняться неравенства:  
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Для случая R e( ) (1 ) 1h      доказательство проводится аналогично. Таким 
образом, теорема доказана.  
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1( , ..., )n     так, чтобы 1 21k k k k k           ( 1, )k n . В соответствии с 

(13) найдутся постоянные 1A  и 2A  такие, что почти для всех 0kt   ( 1, )k n  бу-
дут выполняться неравенства:  
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Используя неравенство Гельдера (42), получаем: 
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, 

где  

 1 1 2 1
1 2 ,
[ (1 )] [ ( ) 1] .r r

r
С A r A r f  


            

Для случая R e( ) (1 ) 1h      доказательство проводится аналогично. Таким 
образом, теорема доказана.  

 

Заключение 

Опираясь на результаты теоремы 3 и теоремы 4, в работе получены условия 
ограниченности и взаимной однозначности оператора преобразования (1) из од-
них пространств ,rL  в другие, даны описания образов оператора преобразова-
ния, доказан аналог формулы интегрирования по частям, установлены инте-
гральные представления для случая, когда постоянные (20) и (22) для Н-функции 

,
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Skoromnik O. V., Papkovich M. V. MULTIDIMENSIONAL INTEGRAL 
TRANSFORMATION WITH H-FUNCTION IN THE KERNEL IN WEIGHTED 
SPACES OF INTEGRABLE FUNCTIONS

The work is devoted to the study of a multidimensional integral transformation with 
a Fox H-function in the kernel in weighted spaces of Lebesgue measurable functions in 
the domain with positive coordinates. Using a technique based on the application of the 
multidimensional Mellin transform and its properties, the conditions of boundedness 
and mutual uniqueness of the operator of the investigated transformation from one 
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weighted spaces of integrable functions to another are obtained, and an analogue of the 
integration by parts formula is proved. Various integral representations are established 
for the considered transformation. The research results summarize the results obtained 
earlier for the corresponding one-dimensional transformation.

Keywords: multi-dimensional integral transform, Fox’s H-function, Mellin 
transform, weighted space of integrable functions, fractional integrals and derivative.
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На основе предложенной модификации уравнений Максвелла - Блоха проанализирова-
ны следствия оптической бистабильности в низкоразмерной структуре из двух резонанс-
но поляризуемых слоев. В результате моделирования процесса нелинейного отражения 
света системой активных слоев установлена возможность самоиндуцированной неустой-
чивости действующего в структуре когерентного светового поля. Нелинейный эффект 
модуляции излучения, стимулированной неустойчивостью, подтверждает поставленный 
эксперимент.

Ключевые слова: оптическая нелинейность, резонансное взаимодействие, квантово-
размерная полупроводниковая структура, двухслойная планарная структура, самомодуля-
ция оптического излучения.

Bведение
Pазвитие спектральных оптических методов обработки информации в послед-

нее время связано с применением различных интерферометров. В их резонатор-
ных схемах возможно как сканирование по спектру излучения источников коге-
рентного излучения путем изменения показателя преломления электрооптическо-
го элемента, так и все виды модуляции излучаемого светового поля, в том числе и 
модуляции добротности лазерных резонаторов видимой и ИК области спектра [1; 2]. 
Между тем очевидно, что использование такого рода модуляторов усложняет схе-
му и увеличивает размеры приборов, что способно снизить их надежность. 

Оптимальным решением проблемы модуляции с применением внешних ми-
ниатюрных и стабильно работающих устройств может быть включение в оптиче-
скую схему устройств активных тонкопленочных элементов на основе резонансно 
поляризуемых активных сред [3: 4]. Для этих целей особо перспективны планар-
ные низкоразмерные массивы квантовых излучателей, например, формируемые из 
полупроводниковых квантовых точек (КТ) [5; 6].  

© Тимощенко Е. В., Хомченко А. В., Юревич В. А., 2025
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В настоящей работе при допущениях, аналогичных paботе [7], рассмотрена 
динамика прохождения светового поля сквозь планарную структуру из двух тон-
ких оптических слоев. Материалы обоих активных объектов формируются из 
резонансных центров, способных поглощать и переизлучать световое поле, и ха-
рактеризуются различными временами релаксации населенности и разными се-
чениями перехода. Для условий нормального падения световой волны последова-
тельно учитывается отражение на границах раздела и реакция сред на резонансное 
излучение при его прохождении сквозь оба слоя. Существенным при этом будет 
учет резонансной нелинейности поглощения в составляющих системах, а также 
фазовой нелинейности в одном из слоев. Предполагается, что этому слою  прису-
ща нелинейная рефракция, стимулированная переходами, соседними с основным 
(резонансным), а также смещение частоты резонанса поглощения, вызванное вза-
имным влиянием электрических дипольных моментов активных центров в услови-
ях их относительно высокой концентрации. Оба механизма фазовой нелинейности 
типичны для массивов из КТ. Характеристики отклика среды нелинейного слоя 
оказываются особо чувствительными к фазе излучения, поэтому обусловленная 
нелинейностью фазовая динамика может стать причиной амплитудно-фазовой 
связи и некоторых интересных особенностей взаимодействия. Среди них – ампли-
тудная неустойчивость излучения, которая индуцируется этой динамикой. Такая 
неустойчивость, в частности, может проявиться в возникновении периодических 
колебаний во временнóй структуре интенсивности излучения, отраженного или 
прошедшего сквозь систему из резонансно поляризуемых слоев. 

Формулировка задачи. Бистабильность отражения 

Предполагается, что на обеих поверхностях границы раздела диэлектриче-
ских сред с различием проницаемостей расположены тонкие пленки из резонанс-
ных 2-уровневых активных центров (рис. 1). На образованную пленками планар-
ную структуру со стороны среды с проницаемостью ′1 падает плоская световая 
волна, несущая непрерывное поле Ei c частотой  Вторая из плѐнок характери-
зуется нелинейностью (как указано, фактически должна представлять собой мас-
сив КТ), реакция еѐ среды с проницаемостью 2 на падающее поле E1, описывает-
ся в приближении среднего поля и выражается соотношением, аналогичным по-
лученному в [8] в приближении сверхтонкого слоя. Дисперсионное соотношение 
для интенсивностей, которое формулируется на основе электродинамических 
соотношений на границах раздела, тогда учитывает отстройку частоты резона-
торной моды от частоты падающего поля. 

 

Рисунок 1 – Схема расположения элементов в пленочной структуре: 1 
– тонкая активная плѐнка, 2 – тонкий активный слой, образующий 
нелинейный массив (поля Е1 и Еr рассматриваются как поля внутри 
пленки 1 и 2) 

 

Рисунок 1 – Схема расположения элементов в пленочной структуре: 1 – тонкая ак-
тивная плёнка, 2 – тонкий активный слой, образующий нелинейный массив (поля Е1 и Еr 
рассматриваются как поля внутри пленки 1 и 2)
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Длительность импульса внешнего поля предполагается значительно боль-
шей периода световой волны и времени поперечной релаксации активных частиц 
в средах слоев. Допущение об особо малой толщине пленок позволяет для связи 
квазистационарных огибающих электрических полей с откликом сред использо-
вать граничные условия на поверхности раздела, поэтому за основу расчетной 
модели далее будет принят аналог системы уравнений, формулируемый на осно-
ве представлений, изложенных в [7], где использованы подходы, основанные на 
обобщенной двухуровневой схеме [9]. Комплексные величины поля падающей 
волны (Еi) и индуцированной ею поляризованности в среде оказываются связан-
ными с полями отраженной (Еr) в первой из пленок и прошедших (действующих 
на атомы в пленках) волн (Е1, Е2) алгебраическими соотношениями. В приводи-
мой далее их записи параметры с индексами 1 и 2 описывают среды первой и 
второй пленок, использованы не имеющие размерности нормированные величи-
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обоих слоях, n  вариация населенности во второй пленке. Показатели ненасы-
щенного резонансного поглощения и коэффициент нелинейной рефракции 
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определены величиной дипольных моментов активных центров (значением соот-
ветствующих элементов матрицы плотности) 1 и 2. N1,2  поверхностная плот-
ность активных частиц, 01 и 02  резонансные частоты, Т11,2  времена про-
дольной релаксации, Т21,2  времена поперечной (фазовой) релаксации в перехо-
дах, Δ  различие поляризуемости на уровнях перехода во втором слое.  

В тех же представлениях поля и основных параметров (1) в соответствии           
с [10] записаны уравнения Блоха для электрических моментов дипольных актив-
ных частиц ( 1,2 1,2 11,2 21,2p T T ): 
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       (2) 

где n1,2  вepoятнocтные переменные разности населенностей, 

 01 21Δ T     нормированнaя величина линейной отстройки частоты 

от центра линии резонансного поглощения 01 (дефекта частоты). Во втором из 
слоѐв по аналогии с [6] введением локальной поправки Лоренца для действую-
щего на активные центры светового поля учитывается нелинейное смещение 
центральной частоты спектральной линии поглощения из-за диполь-дипольного 

взаимодействия; 
2
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  нормирующий коэффициент в локальной по-

правке Лоренца. 
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слоѐв по аналогии с [6] введением локальной поправки Лоренца для действую-
щего на активные центры светового поля учитывается нелинейное смещение 
центральной частоты спектральной линии поглощения из-за диполь-дипольного 

взаимодействия; 
2
2 2
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03

N
T





  нормирующий коэффициент в локальной по-

правке Лоренца. 

Cистема (1), (2) представляют собой модификацию уравнений Максвелла 
Блоха, которая может быть использована для описания динамики излучения, в 
разных временных режимах воздействующего на структуру из двух тонких резо-
нансных пленок. В приближении некогерентного взаимодействия, когда харак-
терные длительности зондирующего извне поля значительно превышают време-
на фазовой релаксации, что соответствует и рассматриваемой ситуации с непре-
рывным возбуждающим полем, для представления поляризованностей р1, р2 при-
менимо адиабатическое представление: 

2 2 2
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Тогда модель взаимодействия двухслойной системы с непрерывным внеш-
ним полем, определяемой нормированной величиной e, значительно упрощается 
и может быть выражена кинетическими уравнениями для разностей населенно-
стей: 
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     (3) 

Hелинейная кинетическая система (3) для условия непрерывного возбужде-
ния полем величины е, которую можно определить как управляющий параметр, 
имеет автономный характер и обладает двумя степенями свободы. допуская ка-
чественное изучение еѐ равновесных состояний методами теории устойчивости. 
Этот анализ, однако, составит предмет отдельной задачи.  

Равновесные значения расчетной модели (3) n1S, n2S могут быть определены 
из сингулярных пределов обоих дифференциальных уравнений и выражаются 
системой нелинейных алгебраических уравнений, в формальном плане относи-
тельно простых: 

2 22 1 2 1
1S 1S 2S 2S(1 ) , (1 ) ,e eG Gn n        (4) 

где коэффициенты G1S и G2S выражаются также, как и в представлении (3), но 
являются функциями стационарных значений n1S и n2S. Отметим, однако, что 
связь стационарных значений n1S и n2S нетривиальна и в определенном диапазоне 
изменения управляющего параметра е  бистабильна.  
 

,
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связь стационарных значений n1S и n2S нетривиальна и в определенном диапазоне 
изменения управляющего параметра е  бистабильна.  

Для иллюстрации возможности этого важного свойства реакции двухслой-
ной структуры нa кoгepeнтное поле проведем расчет нелинейной зависимости еѐ 
отражательной способности в равновесном состоянии на основе соотношений, 
следующих из (4) с учетом представлений (3): 
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     (5) 

где IS = e1S
2 нopмиpoвaнная интeнcивнocть поля в первой плѐнке, величины BS, 

CS, FS, cooтветствуют стационарным значениям n1S и n2S.  

Соотношения (5) допускают параметрический расчет, для этого следует по-
ложить значение n2S линейно нарастающим в пределах (0, 1).   

 
Рисунок 2  Зависимость нормированной интенсивности отраженного поля 

от интенсивности возбуждающего поля: 1= 0.8, 2= 1.5 (кривая 1), 1.8 (2), 
2.5 (3),  = 0.4,  = 0.2,  = 1.5,  = 0.33. Ha горизонтальной оси yкaзaны значе-
ния интенсивности возбуждения, которые используются в иллюстрации ре-
зультатов численного моделирования, приведенной на рисунке 3. 

 
Расчѐт нелинейных зависимостей резонансного отражения проведен для па-

раметров плѐнок, известных из обзора литературных источников. Показано 
(рис. 2), что в определенной области величин возбуждающего поля нелинейные 
зависимости неоднозначны. Наличие бистабильного изгиба кривых означает 
возможность резкого переключения отражения и гистерезисного поведения ма-
териального отклика системы пленок. 

Моделирование процесса нелинейного отражения 
Существование бистабильности и гистерезисных переключений способно 

стимулировать нестабильность в динамическом поведении действующего на ак-
тивные центры и отражѐнного поля с развитием автоколебательного процесса 
[11]. Устойчивость периодических решений для нормированной интенсивности 
I(t) = е1

2  и его характер исследованы путем численного интегрирования систе-
мы нелинейных уравнений (3) методом Рунге-Кутты. Проводилось моделирова-
ние эффекта самоиндуцированной нестабильности излучения в предположение, 
что воздействующий на пленочную структуру сигнал непрерывен. В эпизодах 
расчета, в основном, варьировалась именно характеризующая его величина нор-
мированной напряженности светового поля е. Начальные условия соответствова-
ли близости разности населѐнностей в обеих пленках к невозбуждѐнному состоя-
нию, то есть, n1(t = 0) ≤ 1.0 и n2(t = 0) ≤ 1.0.  
Нужно отметить, что довольно типичной картиной при расчѐте временного хода 
интенсивности I были обычные апериодические кривые, интенсивность снижа-
лась до стационарного уровня по релаксационной экспоненте. Однако при опре-
деленнoм уровне возбуждения для ряда сочетаний параметров временная карти-
на излучения представляла осцилляторную структуру. Примеры многократных 
расчетов подобной временной динамики отраженного излучения приведены на 
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что воздействующий на пленочную структуру сигнал непрерывен. В эпизодах 
расчета, в основном, варьировалась именно характеризующая его величина нор-
мированной напряженности светового поля е. Начальные условия соответствова-
ли близости разности населѐнностей в обеих пленках к невозбуждѐнному состоя-
нию, то есть, n1(t = 0) ≤ 1.0 и n2(t = 0) ≤ 1.0.  

Нужно отметить, что довольно типичной картиной при расчѐте временного 
хода интенсивности I были обычные апериодические кривые, интенсивность 
снижалась до стационарного уровня по релаксационной экспоненте. Однако при 
определеннoм уровне возбуждения для ряда сочетаний параметров временная 
картина излучения представляла осцилляторную структуру. Примеры много-
кратных расчетов подобной временной динамики отраженного излучения приве-
дены на рисунке 3. Отметим, что значения уровня возбуждения, выбранные для 
расчета, отмечены на шкале е2 рисунка 2, параметры нелинейности соответство-
вали кривой 3 рисунка 2. 

 

Рисунок 3  Временная зависимость нормированной интенсивности отра-
женного поля: е = 1.35 (а), 1.4 (б), 1.5 (в), 1.6 (г), 1.8 (д), 2.0 (e), 1= 0.8, 2= 2.5, 
 = 0.4,  = 0.2,  = 1.5, T11 = 0.5 c, T12= 0.1 c. 

 
Отмечается, что с нарастанием параметра возбуждения е численные реше-

ния (3) приобретали форму серии колебаний. По мере приближения параметра е 
к значениям области бистабильности квазиосцилляторный сценарий релаксиру-
ющей к равновесному уровню интенсивности I (рис. 3, а, б) сменялся картиной 
регулярной модуляции (рис. 3, в  е). Модуляционной составляющей I присущ 
относительно невысокий контраст, в целом, определенным образом связанный с 
величиной частоты модуляции. Переходу к устойчивой регулярной структуре в 
интенсивности предшествует этап «разгорания» - несколько всплесков с нарас-
тающим периодом и амплитудой колебаний.   

–
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Данные эксперимента и обсуждение результатов 

Подобные временные зависимости интенсивности Iотр наблюдались в экспе-
рименте.  Динамику отраженного излучения регистрировали в схеме призменно-
го возбуждения излучением He-Ne лазером волноводной моды двухслойной тон-
копленочной структуры, проводя измерения при различных значениях Y0. Ре-
зультаты проведенного эксперимента приведены на рисунке 4. Исследуемая 
структура представляла собой два тонких слоя, изготовленных последователь-
ным осаждением линейных оптических материалов на основание призмы               
связи [3]. В качестве диэлектрической среды с проницаемостью 1 использова-
лась пленка толщиной 0.71 мкм, осажденная высокочастотным распылением 
кварцевого стекла, а проводящая пленка с проницаемостью 2 толщиной 0.5 мкм 
получена ВЧ распылением керамической мишени из смеси SnO2 и Sb2O5. Показа-
тель преломления, коэффициент поглощения и толщина пленок измерялись с 
применением методов фурье - спектроскопии волноводных мод. Нелинейный 
показатель преломления и нелинейный коэффициент поглощения пленок были 
также определены волноводным методом, основанным на регистрации измене-
ний углового фурье  спектра отраженного светового пучка в ходе последова-
тельного увеличения интенсивности зондирующего светового пучка в условиях 
самовоздействия на длине волны 0.6328 мкм [3]. Изготовленная структура имела 

следующие параметры 1 = 2.1798, 2 5
1 01 / 1 1.6 10n     , 2 = 3.2443, 

3
2 02 1 10n   , 1Iнас  2.810-4 и 2Iнас  1.910-3 (Iнас  0.2…1104Bт/см2), 

которые были близки к величинам, используемым для расчетов по (3). 

 
Рисунок 4  Экспериментально измеренная интенсивность излучения, от-

раженного планарной структурой: уровень возбуждения примерно соответ-
ствует е = 1.4 (кривая 1), 1.5 (2), 2.0 (3);  β2= 0.2,  = 0.4, Т12= 510-

2 с (временнáя шкала – в миллисекундах). 

Качественное сходство экспериментальной и расчѐтных картин модуляции 
излучения, в целом, присутствует. Отмечается также наличие периода «разгора-
ния», и увеличение частоты модуляции с ростом возбуждения. Судя по расчетам, 
можно предположить, что механизм происхождения регулярной составляющей в 
интенсивности излучения, отраженного или прошедшего систему тонких пленок 
имеет балансный характер. Фазовая самомодуляция светового поля в резонанс-
ной среде изменяет эффективность вынужденного поглощения, периодически 
ослабляя его в одном слое и интенсифицируя в другом. В итоге выходная интен-
сивность при определенном уровне внешнего возбуждения (даже при квазиста-
ционарных его величинах) способна балансировать возле равновесных значений. 
Рассчитанные и приведенные на рисунках осцилляции интенсивности описывают 
именно этот процесс – явление самоиндуцированной неустойчивости в излуче-
нии, прошедшем резонансную систему планарных слоев с различием времени 
релаксации..   

–
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ослабляя его в одном слое и интенсифицируя в другом. В итоге выходная интен-
сивность при определенном уровне внешнего возбуждения (даже при квазиста-
ционарных его величинах) способна балансировать возле равновесных значений. 
Рассчитанные и приведенные на рисунках осцилляции интенсивности описывают 
именно этот процесс – явление самоиндуцированной неустойчивости в излуче-
нии, прошедшем резонансную систему планарных слоев с различием времени 
релаксации..   

Анализ многократных расчетов временных зависимостей, подобных изоб-
раженным на рисунке 3, позволяет сделать определенные выводы. Во-первых, о 
том, что для существования такого режима взаимодействия необходимо значи-
тельное различие релаксационных констант T11,  T12, характеризующих обрати-
мость пропускания пленок с насыщаемым поглощением при снижении мощности 
возбуждения. Режим может возникать в определенном диапазоне («области не-
стабильности») внешней интенсивности е2, который зависит от дефекта частоты 
 =   01. Во-вторых, существование и размер «области нестабильности» 
определяется величинами параметров нелинейности β и , при этом данная зави-
симость носит пороговый характер. Отметим, что при β = 0 и  = 0 «зона» биста-
бильности на шкале е2, выделяемая на рисунке 2, отсутствует для любых соче-
таний коэффициентов (5). Последнее может свидетельствовать, в частности, о 
том, что анализируемая в работе неустойчивость поля существенно связана со 
свойством индуцированной когерентным световым полем фазовой нелинейности 
в средах пленочной структуры. 
 

Заключение 
Проведено экспериментальное исследование самоиндуцированной неустой-

чивости излучения, которая выражается в периодической модуляции с относи-
тельно невысоким контрастом первоначально непрерывного излучения. Анализ 
показал, что это явление следует считать эффектом особого, нелинейного резо-
нанса. Показано, что эффект носит балансный характер и должен проявляться 
при значительном различии характерных времен релаксации излучения и откли-
ка в средах, образующих пленочную структуру. Исследованная выше расчетная 
модель может быть основой для изучения динамики генерации в низкоразмерных 
системах. Такие системы используются в устройстве вертикально излучающих 
лазеров. Лазеры этого типа, излучающие в режиме серии коротких световых им-
пульсов с относительно невысокой средней мощностью, как предполагается, мо-
гут стыковаться с интегральными электронными схемами [12, 13].  

Изучение нелинейных свойств распространения света в квазидвумерных 
слоистых массивах, образованных KT, особо перспективно в связи с возможно-
стью их применения в устройствах нанофотоники [14, 15]. Oтметим, что в схемах 
расчета кинетики излучения в низкоразмерных структурах на основе КТ необхо-
дим учет неоднородного уширения спектральных линий поглощения (усиления), 
поэтому  применение адиабатического исключения поляризованности и получа-
емых на этой основе выражений для форм-фактора спектральных линий пред-
ставляется некорректным.  

Связанные с резонансной нелинейностью светодинамические эффекты мож-
но применять для целей создания компактных устройств управления света све-
том. Представляется возможным также использование эффектов подобного рода 
для диагностики нелинейных оптических свойств тонких слоев сред, образую-
щих планарную структуру, а также для определения параметров активного по-
глощения оптического излучения в таких системах.  
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для диагностики нелинейных оптических свойств тонких слоев сред, образующих 
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Благодарности. Работа выполнена в рамках Государственной программы 
научных исследований Республики Беларусь «1.15 Фотоника и электроника для 
инноваций».

СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННЫХ ИСТОЧНИКОВ
1. Пилипович, В. А. Aмплитудная модуляция света путем электрооптического управ-

ления многолучевой интерференцией в интерферометре Фабри–Перо / В. А. Пилипович, 
В. Б. Залесский, А. И. Конойко, В. М. Кравченко // Доклады Национальной академии наук 
Беларуси. – 2015. – Т. 59 , № 4. – С. 41–45.

2. Залесский, В. Б. Aмплитудная электрооптическая модуляция излучения последова-
тельностями резонаторов Фабри-Перо / В. Б. Залесский, А. И. Конойко, В. М. Кравченко, 
А. С. Кузьмицкая // Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматыч. 
навук. – 2020. – T. 56, № 2. – С. 217–223.

3. Glasunova,  E. V. Self-induced instability of radiation in thin-film planar structure /                         
E. V. Glasunova, A. V. Khomchenko, V. A. Yurevich // Nonlinear Optical Phenomena: Proc. SPIE / 
Еds. K Drabovich, V. Makarov, Y.-R. Shen. – 2006. – Vol. 6259. – P. 62590Y(1–10).

4.  Злодеев,  И. В. Трансформация гауссова импульса при отражении от резонансной 
тонкопленочной структуры / И. В.  Злодеев, Ю. Ф.  Наседкина, Д. И.  Семенцов / Опт. и 
спектр. – 2012. – Т. 113, № 2. – С. 234–241.

5. Malikov, R. Nonlinear optical response of a 2D quantum dot supercrystal / R. Malikov,               
I. Ryzhov, V. Malyshev // EPJ Web of Conferences. – 2017. –  Vol. 161. – 02014.

6.  Nonlinear optical response of a two-dimensional quantum-dot supercrystal: Emerging 
multistability, periodic and aperiodic self–oscillations, chaos, and transient chaos / I. V. Ryzhov 
[et al.] // Phys. Rev. – 2019. –Vol. A100. – P. 033820-1-15.

7. Тимощенко, Е. В. Расчет эффективности бистабильного тонкопленочного отражате-
ля / Е. В. Тимощенко, Ю. В. Юревич // Проблемы физики, математики и техники. – 2019. –                                                                                                                                   
№ 3 (40). – С. 44–49.

8. Юдсон, В. И. Нелинейная резонансная оптика тонких пленок: метод обратной задачи / 
В. И. Юдсон, В. И. Рупасов // ЖЭТФ. – 1987. – Т. 93. – С. 494–501.

9. Afanas’ev, A. A. Local-field effects in a dense ensemble of resonant atoms: Model of a 
generalized two-level system / A. A. Afanas’ev [et al.] // Phys. Rev. A. – 1999. – Vol. 60, № 2. –                                                                                                                                           
P. 1523–1529.

10. Ханин, Я. И. Основы динамики лазеров / Я. И. Ханин. – М. : Физматлит, 1999. – 
368 с.

11. Yurevich, V. A. Resonant reflection by active thin layer / V. A. Yurevich, Yu. V. Yurevich, 
E. V. Timoschenkо // ЖПС – Минск, 2016. – Т. 83, вып. 6. – C. 307–308.

12. Tropper, A. C. Vertical-external-cavity semiconductor lasers / A. C. Tropper [et al.] // J. 
Phys. D. – 2004. – Vоl. 37, № 9. – P. R75–R85.

13. Петренко А. А. Характеризация режимов лазерной генерации вертикально-излуча-
ющих лазеров спектрального диапазона 1,3 мкм на основе короткопериодной сверхрешет-
ки InGaAs/InGaAlAs / А. А. Петренко [и др.] // Оптический журнал. – 2021. – Т. 88, № 12. –                                                            
С. 11–16. http://doi.org/10.17586/1023-5086-2021-88-12-11-16.

14. Жуков, А. Е. Лазеры и микролазеры на основе квантовых точек / А. Е. Жуков. – 
СПб. : ПолитехПресс, 2019. – 42 с.

15. Zhukov A. Fast switching between the ground- and excited-state lasing in a quantum-
dot microdisk triggered by sub-ps pulses / A. Zhukov [et al.] // Opt. Lett. – 2024. – № 49. –                       
P. 330–333.



54               ВЕСНІК МДУ імя А. А. КУЛЯШОВА № 2 (66) ● 2025 ●

Поступила в редакцию 02.06.2025 г.
Контакты: timoshchenko@m.msu.by (Тимощенко Елена Валерьевна, Хомченко 

Александр Васильевич, Юревич Владимир Антонович)

Timoshchenko E. V., Khomchenko A. V., Yurevich V. A. DYNAMICS OF 
RADIATION REFLECTED BY A TWO-LAYER PLANAR STRUCTURE

Based on the proposed modification of the Maxwell-Bloch equations, the consequences 
of optical bistability in a low-dimensional structure of two resonantly polarized layers 
are analyzed. As a result of modeling the process of nonlinear reflection of light by a 
system of active layers, the possibility of self-induced instability of the coherent light 
field acting in the structure is established. The nonlinear effect of radiation modulation 
stimulated by instability confirms the experiment.
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ФУРЬЕ-АНАЛИЗ ВОЛНОВОДНЫХ ИМПУЛЬСОВ В 
ТЕРАГЕРЦОВОЙ СПЕКТРОСКОПИИ
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В настоящей работе исследована проблема восстановления спектров комплексных 
волноводных показателей преломления и концентрации примесей в воздушной среде, запол-
няющей металлодиэлектрический волновод, либо капиллярное микроструктурное волокно 
по спектрам выходных терагерцовых импульсов. Предложена техника фильтрации вкла-
дов различных мод в спектр выходного импульса, основанная на преобразовании Фурье-Га-
бора данного импульса. Обосновано применение такого преобразования к количественному 
определению дисперсии групповой скорости мод. Установлено, что для определения ма-
лых значений концентрации примесного компонента в воздухе с помощью волноводной ТГц 
спектроскопии предпочтительны фазовые измерения, означающие восстановление веще-
ственной части спектра приращения показателя преломления воздуха.

Ключевые слова: терагерцовая спектроскопия, металлодиэлектрический волновод, 
капиллярное микроструктурное волокно, преобразование Габора, высокочувствительные 
терагерцовые сенсоры.

Введение
В настоящее время активно развиваются терагерцовые (ТГц) технологии, в 

которых используется излучение с длинами волн миллиметрового порядка (0,03 –                                                                  
3 мм) [1]. Большое распространение достаточно недорогих источников ТГц из-
лучения в виде фотоантенн [2] обуславливает их использование в системах связи 
и безопасности, медицинских системах и спектроскопии различных веществ [1]. 
Так, в наиболее популярной в современных исследованиях ТГц спектроскопии 
во временной области (от англ. time domain spectroscopy) сканирование осущест-
вляется ультракороткими пикосекундными импульсами [2], имеющими ширину 
спектра, сравнимую с несущей частотой. Такие сенсоры газовых сред и водных 
растворов востребованы в медицине и микробиологии [3, 4]. В частности в [4] 
показано, что отчетливая спектральная сигнатура на 1,54 ТГц порошка дипико-
линовой кислоты (DPA) позволяет эффективно идентифицировать бактерии или 
споры. Однако, в целом, создание высокочувствительных сенсоров сталкивается с 
высоким поглощением ТГц излучения водой, вследствие которого слой воды тол-
щиной больше 200мкм для ТГц излучения практически не прозрачен [5]. Выходом 
из такой ситуации является использование различных волноводных структур для 
увеличения длины взаимодействия с исследуемой средой и, как следствие, повы-
шение чувствительности сенсора [1, 6–10].

Несмотря на достаточно полное исследование распространения мод ТГц вол-
новодов в случае монохроматического излучения [7–9], вопросы ТГц спектроско-
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пии во временной области примесных компонентов в средах, заполняющих полую 
сердцевину волноводов, либо каналы микроструктурной оболочки волокна изуче-
ны не достаточно. Пропускание через волноводы широкополосных ТГц импуль-
сов, за исключением работы [6], исследовалось в основном экспериментально, с 
использованием сравнительно коротких отрезков волноводов, длина которых не 
превосходила 45см [1, 9]. Качественные соображения, приведенные в [10] и расче-
ты, выполненные в [6], позволяют лишь предположить, что основным ограничива-
ющим фактором при такой спектроскопии является многомодовый режим работы 
волноводов, который может реализоваться при передаче широкополосных импуль-
сов, используемых в ТГц спектроскопии. 

В настоящей работе эффективный метод расчета широкополосных ТГц им-
пульсов в волноводах, примененный в [6] для металлодиэлектрических волново-
дов развит для диэлектрических капиллярных микроструктурных волокон. Для 
улучшения чувствительности ТГц спектроскопии во временной области и прео-
доления ограничивающего фактора в виде многомодового режима работы пред-
ложена техника фильтрации вкладов различных мод в спектр выходного импуль-
са, основанная на преобразовании Габора данного импульса. Обосновано также 
применение такого преобразования к количественному определению дисперсии 
групповой скорости мод. Численное моделирование выполнено в разработанных 
компьютерных программах на примерах определения примесей паров воды в воз-
духе, заполняющем полую сердцевину металлодиэлектрических и капиллярных 
микроструктурных волноводах, результаты которого приведены ниже.

Основная часть 
Приведем основные соотношения методики расчета широкополосных им-

пульсов в волноводах, представленной в [6]. Ключевой ее особенностью является 
представление электромагнитного поля импульса в волноводе, ориентированном 
вдоль оси 0 z , в виде суммы импульсов полей волноводных мод [6] по следую-
щему правилу: 
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C 
 – амплитуда, 

  – безразмерная постоянная распространения, 
e  и 

h  – 

векторы электрического и магнитного поля моды, f – частота, 1
0

2k fc    – 

волновое число вакуума, A  – амплитуда линейно поляризованного возбуждаю-
щего импульса на входе в волновод, пространственно-временное распределение 
которого соответствует модели Астона [6] и берется в виде  

                        2 2 1exp( ) ( )y sE A r w P tt   ,                                       (3) 

где w  – пространственный радиус пучка гауссова профиля, 1( )sP tt   – функция 

параболического цилиндра, st  – масштабный фактор. Ключевую роль при расче-

те электромагнитного поля (1), (2) играет построение зависимостей ( )f  и 

( )C f , которые определяются в результате решения дисперсионных уравнений 
и использования соотношений ортогональности [6]. Соответствующие расчеты 
выполнены в настоящей работе методом функций Грина [11]. 

В качестве металлодиэлектрического волновода с полой сердцевиной был 
выбран серебряный волновод кругового сечения, в котором сердцевина отделена 

от металла диэлектрическим слоем с проницаемостью 
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40.9d  мкм, которое согласно формуле (1) работы [6], является оптимальным 
на частоте 1ТГц. Расчеты выполнены для волноводов с диаметром полой сердце-
вины 3D  мм. Экспериментальные образцы таких волноводов демонстрируют 
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Таблица 1 – Константы дисперсионной модели насыщенного пара (4)

j 910ja ⋅ , ТГц3 310jb ⋅ , ТГц jf , ТГц
2 3.33 9.98 0.557
3 2.42 9.98 0.752
4 1.91 9.98 0.988
5 8.42 9.98 1.096
6 3.07 9.98 1.112
7 7.19 8.14 1.162
8 3.12 9.38 1.206
9 3.16 9.98 1.228
10 4.97 7.62 1.411

где w  – пространственный радиус пучка гауссова профиля, 1( )sP tt   – функция 

параболического цилиндра, st  – масштабный фактор. Ключевую роль при расче-
те электромагнитного поля (1), (2) играет построение зависимостей ( )f  и 

( )C f
, которые определяются в результате решения дисперсионных уравнений 

и использования соотношений ортогональности [6]. Соответствующие расчеты 
выполнены в настоящей работе методом функций Грина [11]. 

В качестве металлодиэлектрического волновода с полой сердцевиной был 
выбран серебряный волновод кругового сечения, в котором сердцевина отделена 
от металла диэлектрическим слоем с проницаемостью 

L
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Друде [13]. При расчетах было выбрано значение толщины диэлектрического 
слоя 40.9d  мкм, которое согласно формуле (1) работы [6], является оптималь-
ным на частоте 1ТГц. Расчеты выполнены для волноводов с диаметром полой 
сердцевины 3D  мм. Экспериментальные образцы таких волноводов демон-
стрируют приемлемые гибкость и затухание ТГц сигналов [1,7, 8]. Для диэлек-
трической проницаемости среды, заполняющей полую сердцевину металлоди-
электрического волновода и каналы микроструктурного волновода использована 
модель [6] 

1 2
b

f C n f   ( ) ( ) ,   
29

2 2 2 1

1

( ) [ ( ) ]j j j j
j

n f a b f f ifb 



    ,                      (4) 

где C  - относительная концентрация водяного пара ( 1C   соответствует лабо-
раторным условиям), f  берется в ТГц, а значения ja , jb , jf , существенные 

для диапазона 1.5ТГц 0.5ТГцf  , приведены в таблице 1. 

 

–
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Определяющее значение для передаточных характеристик волновода имеет 
дисперсия мнимых частей постоянных распространения мод. Она иллюстрирует-
ся рисунком 1, где приведены дисперсионные кривые для 6 мод низшего порядка 
симметрии 1HE  , заметно влияющих на форму входного и выходного ТГц им-
пульсов [6]. 

 

Рисунок 1 – Спектры затухания низших 1HE   мод метало - диэлектриче-
ского волновода с полой сердцевиной; номера кривых совпадают с  . 

 
Отклонение зависимостей на рисунке 1 от аналогичных зависимостей рабо-

ты [6] объясняется использованием различных значений 
L

 . Согласно рисунку 1, 

в диапазоне 0.1ТГц 3.0ТГцf   металлодиэлектрический волновод явля-
ется существенно многомодовым. Этот диапазон соответствует ширине спектра 
входного импульса с параметрами 800w  мкм, 0.2769st  пс [6], которые ис-
пользованы в дальнейших расчетах. 

На рисунке 2 представлены спектры групповых скоростей мод, определяю-
щие динамику выходного импульса. Данная динамика иллюстрируется  рисун-
ком 3, где сопоставлены строго рассчитанные импульсы напряженности y - ком-

поненты электрического поля 0
y

E ( )( )  и 
y

E ( )  на оси волновода ( 0r  ) на вы-

ходе отрезка волновода длины 1L  м при наличии (
y

E ( ) ) и отсутствии                   

( 0
y

E ( )( ) ) примеси водяного пара в воздухе, заполняющем полую сердцевину 

волновода. Здесь и далее использовано обозначение 1t Lc     и для имитации 
измерительных погрешностей к значениям 0

y
E ( )( )  и 

y
E ( )  добавлены смеще-

ния, полученные нормальным генератором случайных чисел с дисперсией, соот-
ветствующей отношению сигнал / шум =1000. 

–
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Рисунок 2 – Спектры отнесенных к скорости света групповых скоростей низших 1HE ν  
мод метало - диэлектрического волновода с полой сердцевиной (серые кривые, номера 
которых совпадают с ν). Черные кривые - результат преобразования Габора выходного 
импульса.

Рисунок 3 – Импульсы на выходе металлодиэлектрического волновода при отсутствии 
(серые кривые, С = 0) и наличии (черные кривые, С=1) в его полой сердцевине водяного пара 
с относительной концентрацией С в увеличенном а) и уменьшенном б) масштабах.

Обратная задача волноводной ТГц спектроскопии сводится к анализу отно-
шения [6] 

                  

 

0
1

( 0 )

0
1

expˆ ( )
ˆ ( ) exp

m

y
y

m
y

y

C e ik n L
E f n

E f C e ik L


  

 

  
 

   
       

 





,                           (5) 

где (0 )ˆ ( )yE f  и ˆ ( )yE f  – фурье-образы функций 0
y

E ( )( )  и 
y

E ( ) , заданных 

на экспериментальном интервале   (на рисунке 3, а при 200  пс). При 
стандартной объемной ТГц спектроскопии воздуха ( )D    в (5) можно поло-
жить 

–
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Рисунок 4 – Решение обратной задачи волноводной ТГц спектроскопии для металлодиэ-
лектрического волновода с полой сердцевиной для мнимой а) и вещественной б) частей при-
ращения показателя преломления сердцевины, вызванного наличием в воздухе водяного пара 
концентрации С = 1. Серые кривые – точные данные, черные кривые – решение обратной 
задачи на основании (7), (8); 1n n− = ∆Re .

Черные быстро колеблющиеся кривые на рисунке 4, а – результат межмодово-
го шума. Этот шум практически отсутствует в окрестности максимумов спектра 
поглощения примеси, что объясняется подавлением высших мод за счет их повы-
шенного поглощения водяным паром. Еще можно отметить гораздо более низкую 

где (0 )ˆ ( )yE f  и ˆ ( )yE f  – фурье-образы функций 0
y

E ( )( )  и 
y

E ( ) , заданных 

на экспериментальном интервале   (на рисунке 3, а при 200  пс). При 
стандартной объемной ТГц спектроскопии воздуха ( )D    в (5) можно поло-
жить 

                                / 1n   ,                                                    (6) 
в результате чего 

        1 ( 0 ) 1
0

ˆ ˆIm ( ) ln ( )[ ( )]y yC n C k k L E f E f      ,                    (7) 

          1 (0 ) 1
0

ˆ ˆRe ( ) arg{ ( )[ ( )] }y yC n k L E f E f    .                            (8) 

В случае волноводной ТГц спектроскопии условие (6) с высокой точностью 
выполняется только для основной моды волновода ( 1  ), а для остальных мод 
оно нарушено, что существенно затрудняет решение обратной задачи по опреде-
лению C n . В результате использование выражений (7) и (8) может привести к 
возникновению межмодовых шумов. Сказанное иллюстрируется кривыми на ри-
сунке 4, рассчитанными на основании (7), (8) с использованием   данных  рисун-
ка 3, а при шаге дискретизации временной переменной 0.01  пс (этот шаг 
использован и в дальнейших расчетах). 

(6)
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чувствительность к межмодовому шуму фазовых измерений (см. рисунок 4, б). 
Этот интересный факт обнаружен здесь впервые.

Согласно рисунку 1, оптимальная частота для детектирования значения C  
составляет 1.2 ТГц. На этой частоте основная мода имеет минимум затухания, 
который значительно меньше затухания остальных мод. Кроме того, этот мини-
мум отвечает практически полной локализации энергии моды в воздушной среде, 
что эквивалентно условию / 1n    [6]. Таблица 2 иллюстрирует точность 

решения обратной задачи по определению концентрации C  из зависимостей, 
представленных на рисунке 4 и аналогичных им, соответствующих 0 1C  . , 

0 01C  . . В таблице C  – точное значение концентрации, k
r

C ( )  и n
r

C ( )  – резуль-
таты ее восстановления на основании (7) и (8) соответственно. 

Таблица 2 – Определение концентрации примеси C  

Тип волновода C  
k

r
C ( )

 
n

r
C ( )

 

Металлодиэлектрический; 
1.2f  ТГц 

1 1.002 1.000 

0.1 0.0995 1.019 

0.01 0.0100 0.00954 

Микроструктурный; 
1.45f  ТГц 

1 1.006 0.998 

0.1 0.114 0.100 

0.01 0.00588 0.010 

Согласно таблице 2, восстановление концентрации примесного компонента 
может быть успешно осуществлено при использовании оптимальной для данного 
волновода частоты. Вместе с тем, из рисунка 4, а следует, что проблема межмо-
дового шума может существенно усложнить абсорбционную волноводную ТГц 
спектроскопию примесных компонентов на отдельных участках спектра. Пока-
жем, что эту проблему можно преодолеть путем фильтрации высших мод с по-
мощью преобразования Габора выходного импульса. 

Для рассматриваемых волноводов характерно сохранение направления по-
ляризации излучения. Поэтому если на входе волновода электрическое поле бы-
ло поляризовано вдоль оси 0 y , то на выходе волновода в центре его сердцевины 
будет регистрироваться сигнал, пропорциональный сумме модовых импульсов: 

0
0

( ) 2 R e ( ) ( ) exp{ [2 ( 1) ]}
m

yE C f e f i f k L df


  
  

        ,         (9) 

где 1t Lc    , ( ) (0, , )ye f e f   . 

Применим к сигналу (9) преобразование Фурье-Габора с гауссовым окном 
[14]: 

           

1 2 2
0 0( ) (2 ) ( ) exp[ 2 ( ) ( ) ]yG f E i f T d


 



              ,      (10) 

где 0  – центр окна, T  – его полуширина. Согласно (9), (10), 

 
1

( ) ( )
m

G f G f
 

   , (11) 
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Применим к сигналу (9) преобразование Фурье-Габора с гауссовым окном 
[14]: 

    

1 2 2
0 0( ) (2 ) ( ) exp[ 2 ( ) ( ) ]yG f E i f T d


 



              ,      (10) 

где 0  – центр окна, T  – его полуширина. Согласно (9), (10), 

                                           1

( ) ( )
m

G f G f
 

   ,                                     (11) 

                         
*( ) ( ) ( )G f f f  

       ,                                    (12) 

2 2 2
0 0( ) ( ) ( ) exp{ [2 ( 1) ( ) ]}f T C f e f i f k L f f T df



   



            .    (13) 

Предположим, что протяженность волновода L  такова, что 0 1k L  .               
В этом случае интеграл (13) допускает аналитическую оценку методом перевала 
[15]: 

2 2 2
0 0( ) ( ) exp{ [2 ( 1) ( ) ]}

ss f ff F f i f k L f f T
    

           ,               (14) 

где 12
2 1 12

0 02

3
( ) exp( )(2 ) ( ) ( )[2 (2 )] {1 [( )] }

4

d d
F f i TC f e f k L f O k L

df df


  

  

 
      (15) 

– медленно изменяющаяся функция частоты (характерным масштабом ее изме-
нения является средняя частота спектра импульса на входе в волновод),                    

sf   – седловая точка, которая определяется из уравнения 

                              1 1
0( ) (1 ) 1g sv f c cL 

     ,                                (16) 

где 1 1( ) Re( / )gv f c fd df 
       – групповая скорость   - й моды, отне-

сенная к скорости света. 

Из (11), (12), (14) следует, что если параметр T  выбрать в соответствии с 

условием 2 2 2exp[ ( ) ] 1s sf f T    , то функция ( )G f   будет иметь изо-

лированные максимумы с координатами sf f  , где 0,1, ...  . Согласно 
(14), (15), величины этих максимумов будут определяться условиями возбужде-
ния соответствующих мод и их затуханием на длине волновода. Таким образом, 
применив преобразование (10) к импульсу напряженности электрического поля, 
измеряемого на выходе волновода, и определив частотные координаты максиму-
мов функции ( )G f  , можно по формуле (16) найти групповые скорости мод на 
частотах 

sf  . 

Для практической реализации описанной выше методики преобразование 
Габора импульса напряженности электрического поля ( )yE   на выходе волно-

вода вида (10) может быть представлено как 

(11)

(16)
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мов функции ( )G f  , можно по формуле (16) найти групповые скорости мод на 

частотах 
sf  . 

Для практической реализации описанной выше методики преобразование 
Габора импульса напряженности электрического поля ( )yE   на выходе волно-

вода вида (10) может быть представлено как 

2 * 2

0

( ) exp{ [0.5 ( ) ] } exp{ [0.5 ( ) ] }
m

s sG f A f f T A f f T   
 

        .       (17) 

Здесь A
 – комплексные константы, определяемые дисперсионными харак-

теристиками волновода и условиями его возбуждения, звездочка - комплексное 
сопряжение, 

sf   – седловая частота для   - й моды, которая удовлетворяет 

уравнению (16). Параметры модели (17) A
, *A

 и 
sf   могут быть определены по 

экспериментальному импульсу ( )yE   методом наименьших квадратов с целе-

вой функцией 

2

2 * 2

0

( ) exp{ [ ( ) ] } exp{ [ ( ) ]
2 2

m

s sI G f A f f T A f f T df


   


  
       

 
 , 

где ( )G f  имеет вид (10). Данный метод приводит к алгебраической системе 

относительно неизвестных A  и *A : 

2 * 2

0

1 2
0 0

exp{ 0.5[ ( )] } exp{ 0.5[ ( )] }

1
( ) exp{ 2[( ) ] 2 ( )} ,

2

m

s s s s

y s

A T f f A T f f

E T i f d

     









       

           






       (18) 

2 * 2

0

1 2
0 0

exp{ 0.5[ ( )] } exp{ 0.5[ ( )] }

1
( ) exp{ 2[( ) ] 2 ( )} .

2

m

s s s s

y s

A T f f A T f f

E T i f d

     









       

           






      (19) 

При выполнении системы (18), (19) 

2 1 2
0

1 2
0 0

0

1
( ) exp{ 2[( ) ] }

2

2
( ) exp{ 2[( ) ] 2 ( )} .

y

m

y s

I E T d

E T i f d
T










  

       


           




 

             (20) 

Значения sf   находятся из условия минимума функционала (20) градиент-
ным методом, где в качестве нулевых приближений могут быть выбраны корни 
уравнения 

–

(20)
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Значения 
sf   находятся из условия минимума функционала (20) градиент-

ным методом, где в качестве нулевых приближений могут быть выбраны корни 
уравнения 

1 2
0 0 0

1 2
0 0

Im ( )( ) exp{ 2[( ) ] 2 ( )}

( ) exp{ 2[( ) ] 2 ( )} 0,

y s

y s

E T i f d

E T i f d
















              




            







 

которое при условиях 

                                    12( )s sf f T 
                                    (21) 

(   ) эквивалентно / 0sI f   . 

При выполнении неравенств (17), (21) и в приближении (6) 

     1 1 1
0Im (2 ) ln ( )[ ( )]s s sC n Ck f c L G f G f  

        ,     (22) 

1 1 1
0Re (2 ) arg{ ( )[ ( )] }s s sC n f c L G f G f  

      ,            (23) 

где функции ( )sG f   и 0 ( )sG f  рассчитываются по формуле (10) по экспери-

ментальным импульсам ( )yE   и ( 0 ) ( )yE  , соответственно. В отличие от (7) и 

(8) выражения (22) и (23) относятся только к одной моде, что означает селекцию 
мод преобразованием Габора. Данная селекция устраняет проблему межмодового 
шума при волноводной ТГц спектроскопии воздушных примесей. Ключевым 
элементом при применении формул (22) и (23) является вычисление седловых 
частот sf   по описанной выше схеме. 

Заметим, что изменяя величину 0  можно построить зависимость 0( )sf   . 
Тогда выражение (16) позволяет экспериментально исследовать дисперсию груп-
повой скорости моды, что важно для экспериментальной проверки теоретических 
моделей, используемых для расчета волноводов. 

Об эффективности использования описанных преобразований Габора позво-
ляют судить рисунок 2, кривые на котором соответствуют 0C   и рисунок 5, 
где 1C  . Представленные на них данные относятся к длине волновода 2L  м 
и соответствуют частотам sf  , на которых 

0 ( )sG f  достигает максимума. 

(21)

(23)
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Рисунок 5 – Решение обратной задачи волноводной ТГц спектроскопии для металло-
диэлектрического волновода для мнимой части приращения показателя преломления серд-
цевины, вызванного наличием примеси в воздухе водяного пара концентрации С = 1. Крас-
ная кривая – точный спектр, серая кривая – стандартное приближение (7), дискретные          
точки – приближение (22).

Представленные выше результаты относятся к сенсорам на основе 
металлодиэлектрических волноводов, которые в гибком варианте весьма сложны 
для изготовления. Более простую альтернативу представляют сенсоры воздушных 
примесей с чувствительными элементами в виде диэлектрических микрострук-
турных волноводов. Их достоинством является квази-одномодовый режим рабо-
ты, исключающий межмодовые шумы, а недостатками – наличие дискретных окон 
прозрачности в спектре пропускания и значительные потери ТГц сигнала между 
такими областями [12]. 

Продемонстрируем результаты, которые относятся к реализации разработан-
ных методов применительно к расчету сенсора на основе капиллярного микро-
структурного волокна с полой сердцевиной. Для этого так же, как и в случае ме-
таллодиэлектрического капилляра, использованы модель приращения показателя 
преломления воздуха (4). Расчеты выполнены для полипропиленового капилляр-
ного микроструктурного волокна, образованного кольцом из 8 полых капилляров с 
толщиной стенки d, плотно упакованных в трубке с внутренним диаметром D [12]. 
Использованы значения d=170мкм, D=1860мкм, L=20см, соответствующие экспе-
риментальному образцу волновода, исследованному в [12]. Пропускание данного 
волновода обеспечивается основной модой в трех окнах прозрачности 0.710 ТГц≤  
f ≤0.797ТГц, 1.196 ТГц≤  f ≤1.582ТГц, 1.993 ТГц≤  f ≤2.371ТГц, что исключает 
проблему межмодовых шумов при ТГц спектроскопии примесных компонентов. 
На этом основании решение обратной задачи ТГц спектроскопии осуществлялось 
по формулам (5) – (8). При расчетах использованы спектры постоянных распро-
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странения моды, приведенные в [12] и рассчитанные методом интегральных урав-
нений [11].

Рисунок 6 иллюстрирует влияние водяного пара на выходной импульс волно-
вода.

Рисунок 6 – Импульсы на выходе капиллярного микроструктурного волокна при от-
сутствии (серая кривая, С=0) и наличии (черная кривая, С=1) в его каналах водяного пара 
с относительной концентрацией С.

Форма импульса, представленного на рисунке 6 и реконструированного 
численным моделированием при 0C  , подобна экспериментальной форме в 
[12], однако их детальное соответствие не наблюдается. Это можно объяснить 
некоторым отклонением использованного при расчетах задающего импульса от 
экспериментального. 

На рисунке 7 представлено решение обратной задачи ТГц спектроскопии о 
восстановлении спектра ( )n f  для случая 1C  . Как и следовало ожидать, кор-
ректные результаты для ( )n f  получаются только в пределах указанных выше 
окон прозрачности. Поскольку при максимуме пропускания волновода на часто-
те 1.45f  ТГц с высокой точностью реализуется условие (6), определение кон-
центрации примеси естественно проводить на указанной частоте. Соответствую-
щие данные собраны в нижней части таблицы 2. Их рассмотрение снова свиде-
тельствует о преимуществе использования Re[ ( )]n f . Однако этот результат 
можно отнести только к детектированию малых значений С. В частности, расче-
ты показали, что при 10C   в (8) возникает проблема однозначного определе-

ния (0 ) 1ˆ ˆarg{ ( )[ ( )] }y yE f E f  . 
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Рисунок 7 – Решение обратной задачи волноводной ТГц спектроскопии в случае 
микроструктурного волокна для мнимой а) и вещественной б) частей приращения 
показателя преломления каналов, вызванного наличием примеси в воздухе водяного пара 
концентрации С=1. Серые кривые – точные данные, черные кривые – решение обратной 
задачи на основании (7), (8), красная кривая – спектр пропускания волновода при С=0.

Заключение
Итак, разработаны методы оценки спектров комплексных волноводных пока-

зателей преломления и концентрации примесных компонентов в воздушной среде, 
заполняющей полую сердцевину металлодиэлектрического волновода, либо кана-
лы диэлектрического капиллярного микроструктурного волокна по спектрам вы-
ходных ТГц импульсов. Показано, что основной причиной шумов при определении 
спектра приращения мнимой части показателя преломления зондируемой среды 
является различная чувствительность постоянных распространения мод разного 
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порядка к детектируемой примеси. Для преодоления данной проблемы предложена 
техника фильтрации вкладов различных мод в спектр выходного импульса, осно-
ванная на преобразовании Габора данного импульса. Обосновано также примене-
ние такого преобразования к количественному определению дисперсии групповой 
скорости мод. Установлено, что для определения малых значений концентрации 
примесного компонента в воздухе с помощью волноводной ТГц спектроскопии 
предпочтительны фазовые измерения, означающие восстановление вещественной 
части спектра приращения показателя преломления воздуха.

Благодарности. Работа выполнена в рамках Государственной программы на-
учных исследований Республики Беларусь «1.15 Фотоника и электроника для ин-
новаций».
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Shilov A. V., Sotsky A. B. FOURIER ANALYSIS OF WAVEGUIDE PULSES IN 
TERAHERTZ SPECTROSCOPY

The paper addresses the problem of reconstructing the spectra of complex waveguide 
refractive indices and impurity component concentrations in an air medium filling a metal-
dielectric waveguide or a dielectric capillary microstructured fiber from the spectra of 
output terahertz pulses. The authors propose a technique for filtering the contributions 
of different modes to the spectrum of an output pulse based on the Gabor transform 
of a given pulse. The use of this transform to quantitatively determine the mode group 
velocity dispersion is substantiated. It is established that phase measurements, which 
mean reconstructing the real part of the spectrum of the air refractive index increment, 
are preferable for determining small values of the impurity component concentration in 
air using waveguide THz spectroscopy.

Keywords: terahertz spectroscopy, metal-dielectric waveguide, capillary 
microstructured fiber, Gabor transform, highly sensitive terahertz sensors.
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ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ МИГРАЦИИ 137CS 
В СИСТЕМЕ ПОЧВА-РАСТЕНИЕ В УСЛОВИЯХ 
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Н. И. Карпенко
магистр
Гомельский государственный университет имени Ф. Скорины

На пойменном луге реки Ипуть изучали миграцию 137Cs в системе почва растение. 
Установлено, что в горизонтах почвы 0-10 см находится от 43 до 85 % от общего ко-
личества радиоцезия. В водной вытяжке из почвы содержится около 0,5-1,0 % радиону-
клида, в ацетатно-аммонийной вытяжке около 1,7-1,8 %, в одномолярной и шестимо-
лярной соляной кислоте соответственно 1,6-1,9 и 18,0-21,0 %. Основная часть радио-
нуклида прочно зафиксирована почвенным поглощающим комплексом и не доступна для 
растений. Растительный покров представлен осоково-разнотравными сообществами. 
Наибольшая удельная активность радионуклида выявлена для группы осоковых. За период                                         
2004–2024 гг зафиксировано снижение коэффициента пропорциональности с 7,4 до                                                                                                                                          
2,5 Бк/кг:кБк/м2.

Ключевые слова: пойменный луг, миграция 137Cs в звене почва-растение, агроботани-
ческие группы растений, торфяно-болотная почва, радиоэкологическая обстановка.

Введение
Основой животноводства является прочная кормовая база, основанная на про-

дукции растениеводства, получаемой с полей и лугов. Качество животноводческой 
продукции зависит в немалой степени и от качества самих кормов. Применительно 
к луговому кормопроизводству это означает видовой состав растений, фазу потре-
бления, а в условиях радиоактивного загрязнения это и содержание радионукли-
дов. В связи с этим на содержание радионуклидов в кормах влияние оказывают не 
только плотность радиоактивного загрязнения, но и процессы, связанные с зато-
плением. Как известно, на заливных лугах, загрязненных радионуклидами, про-
исходят процессы как вертикальной, так и горизонтальной миграции радиоактив-
ных веществ. Полученные результаты показали, что интенсивность вертикальной 
миграции 137Cs в гидроморфных почвах существенно выше, чем в сопряженных с 
ними автоморфных [1, 2].

В результате полевых исследований установлено, что в бассейнах малых во-
досборов при перераспределении 137Cs горизонтальная миграция радионуклида в 
почве имеет значительно большее влияние чем вертикальная [3, 4].

© Тимофеев С. Ф., Дайнеко Н. М., Карпенко Н. И., 2025
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В немалой степени это связано с движением воды при затоплении и при сходе 
воды. Интенсивность поступления радионуклидов в растения во многом зависит 
от режима увлажнения почвы. Вынос их многолетними травами наименьший при 
изменении от оптимального водообеспечения в сторону иссушения почвы при 
формировании урожая [5].

Характерной особенностью пострадавших районов является преобладание 
низкоплодородных песчаных и торфяных почв, характеризующихся высоким пе-
реходом радиоактивного цезия в растения, а далее в продукцию животноводства.

Поскольку авария произошла во второй половине весеннего сезона, ее воздей-
ствие на сельское хозяйство было серьезным, так как сельскохозяйственные жи-
вотные находились на выпасе, а незагрязненные запасы кормов, в качестве альтер-
нативы зеленым кормам, практически отсутствовали. Потребление загрязненных 
продуктов питания было и остается одним из ведущих путей формирования доз 
облучения населения в пострадавших районах [6].

Установлено, что накопление радионуклида в травостое зависит от его рас-
пределения по профилю почвы, ее агрохимических показателей, также от типа 
луга. На почвах с высоким уровнем увлажнения радионуклиды более доступны 
растениям, чем при дефиците влаги. Кроме того, в кислой среде ионы радиоцезия 
находятся в более доступном для растений состоянии, чем при слабокислой, ней-
тральной и слабощелочной среде.

Преобладание осокового разнотравья на низинном луге также способствует 
большему накоплению 137Cs в травостое, по сравнению со злаковым и злаково-бо-
бовым разнотравьем, преобладающими на суходольном и пойменном лугах [7–10].

В связи с изложенным возникла необходимость оценки радиоэкологической 
ситуации на пойменном луге реки Ипуть. Данная территория находится в окрест-
ностях населенного пункта Дубовый Лог Добрушского района Гомельской обла-
сти. Населенный пункт расположен на территории зоны с правом отселения. 

Для выполнения поставленной цели на данном этапе необходимо было решить 
несколько задач.

Прежде всего, оценить реальные уровни радиоактивного загрязнения траво-
стоя. 

Затем выявить особенности аккумуляции радионуклида в зависимости от био-
логических особенностей луговых растений. 

Необходимым элементом работы является и прогноз радиоэкологической си-
туации на пойменном луге.

Основная часть
Объектом исследований был пойменный луг р. Ипуть в окрестностях нп Дубо-

вый Лог Добрушского района Гомельской области.
Описание растительности и отбор почвенно-растительных проб для определе-

ния содержания 137Cs в вегетационные периоды 2004 г и 2022-2024 гг. проводили 
по общепринятым методикам. 

При определении видового состава растений использовали определитель рас-
тений [11,12].

 Сопряженные растительные и почвенные пробы отбирали в ходе экспедици-
онных работ. Для этого на выделенных площадках срезали растения и расклады-
вали по агроботаническим группам. Выделенные группы растений впоследствии 
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взвешивали и доводили до воздушно сухого состояния. На этих же площадках с 
помощью пробоотборника диаметром 83 мм по горизонтам отбирали почву.

Радиологический анализ почвенных проб и растительных образцов выполняли 
в Институте леса НАН РБ. Измерение активности 137Cs выполнялось радиометри-
ческим методом с использованием бета-гамма-спектрометра «МКС-АТ1315».

Результаты исследований.
Заливной луг расположен вдоль правого берега р. Ипуть между нп Дубовый 

Лог и бывшим нп Вылево. Длина около 5600 метров. Ширина в наиболее узкой 
части 330 метров, наиболее широкой части около 1900 метров.

Поперечный профиль центральной поймы достаточно выровненный. Высота 
профиля варьирует в пределах 122–125 метров.

Надпойменная терраса резко отличается от центральной и притеррасной пой-
мы. Высота надпойменной террасы 155 метров и длина около 3000 метров. При-
террасная пойма имеет высоту 122–125 метров. Перепад высот около 3 метров. 
Максимальный уклон не превышает 3 %.

Исследования были начаты в июле 2004 г после схода воды. Плотность радиоак-
тивного загрязнения была в пределах 9 ± 5 Ки/км2. Видовой состав растительности 
достаточно однообразный и представлен следующими видами: осока острая, подма-
ренник северный, манник водяной, частуха подорожниковая, калужница болотная, 
лютик болотный, сусак зонтичный. Иногда встречались на повышенных местах ко-
роставник полевой, щетинник сизый, чина луговая, мышиный горошек. Чистовидо-
вых травостоев было немного. Доминирующим видом была осока острая.

Отбор растительных проб производили на участке площадью около 130 гекта-
ров на 12 контурах. Пробная площадка составляла один квадратный метр. Всего 
было отобрано более шестидесяти растительных проб. Продуктивность зеленой 
массы составляла от 152 до 380 ц/га. Как уже ранее отмечалось, травостой был 
представлен сообществами на основе осоки острой с присутствием разнотравья и 
изредка злаков.

После соответствующей пробоподготовки было выполнено определение 
содержания радионуклида в травостое. Существующими нормативами было                         
предусмотрено предельное содержание радиоцезия в сене, то есть воздушно-су-
хом веществе для получения молока цельного 1300 Бк/кг, а для переработки на 
масло – 1850 Бк/кг.

Содержание радиоцезия в анализируемых пробах растений варьировало от 229 
до 6810 Бк/кг (таблица 1).

	
Таблица 1– Содержание радиоцезия в травостое агроботанических групп, Бк/

кг, 2004 г

Контур Агроботаниче-
ские группы, %

Продуктивность зе-
леной массы, ц/га Мин Макс Среднее σ

1 О100 189 ± 31 1090 3610 1990 1406

2 О88 Р12 211 ± 28 6190 6530 6360 954

3 О71 Р14 З14 340 ± 57 1350 1930 1640 250
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4 О70 Р10 З20 212 ± 43 988 6810 2890 2265

5 О68 Р19 З12 Б1 190 ± 43 1600 5920 2716 1814

6 О66 Р28 З6 251 ± 31 1700 5440 3460 1547

7 О63 Р27 З10 193 ± 46 385 2890 1402 988

8 О60 Р23 З17 269 ± 48 595 2650 1348 1132

9 О58 Р11 З29 Б2 335 ± 48 229 2720 1502 1016

10 О56 Р14 З28 Б2 380 ± 180 1010 2530 1744 672

11 О45 Р55 237 ± 10 933 2860 1897 380

12 О25 Р32 З39 Б10 152 ± 11 1630 3500 2565 308
Сред-

нее 244 ± 68 229 6810 2459 1397

Примечание: агроботанические группы О – Осоковые, Р – Разнотравье, З – Злаковые, 
Б – Бобовые.

Не выявлена корреляция между агроботаническим составом травостоя кон-
туров, продуктивностью и содержанием радионуклида в травостое. Среднее со-
держание радионуклида в травостое контуров составило от 1348 до 6360 Бк/кг. 
Для оценки соотношений между количеством радионуклида в почве и в растениях 
использовали коэффициент пропорциональности или перехода КП. Среднее значе-
ние КП составляло 7,38 ± 4,20 Бк/кг:кБк/м2.

Отсюда можно заключить, что лишь часть травостоя контуров пригодно для 
скармливания с целью получения молока на переработку. Но использовать траво-
стой отдельных контуров для заготовки корма экономически не выгодно.

Выявлены существенные различия по содержанию радионуклида в 2004 г и по 
агроботаническим группам растений (таблица 2). Более высокая удельная активность 
радионуклида характерна для осоковых. На нескольких контурах были выделены чи-
стовидовые сообщества осоковых. Варьирование по содержанию радиоцезия состав-
ляло от 2230 до 5440 Бк/кг при среднем значении 3482 Бк/кг. Это связано с особенно-
стями гидрологического режима, то есть большим увлажнением участков под осоко-
выми. Содержание радионуклида в разнотравье было существенно меньше.

Таблица 2 – Удельная активность радионуклида по агроботаническим груп-
пам, Бк/кг

Группа Ср Мин Макс

Осоки 3482 ± 1427 2230 5440

Разнотравье 1589 ± 1053 476 3500

Высокое содержание радионуклида при относительно небольшой плотности 
радиоактивного загрязнения почвы может быть связано с типом почвы, продолжи-
тельностью затопления и выровненностью рельефа пойменного луга. При затопле-
нии луга происходило сильное движение воды от реки до надпойменной террасы.

Продолжение таблицы 1
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Необходимо отметить, что в 2004 г видовой состав характеризуется в основ-
ном малоценными в кормовом отношении растениями. Основная часть травостоя 
не соответствовала существующим на то время нормативам. Среднее содержание 
радионуклида в травостое составляло 2459 ± 1397 Бк/кг. 

На основании полученных результатов было сформулировано предложение о 
нецелесообразности использования травостоя в ближайшие 10–15 лет.     

Как известно, одним из основных показателей качества травяных кормов яв-
ляются агроботанический состав и содержание радионуклидов. Ранее отмечалось, 
что в условиях речной долины р. Ипуть в окрестностях нп Дубовый Лог травостой 
представлен исключительно осоками и разнотравьем. Осоку в молодом возрасте 
можно использовать в качестве корма. Степень хозяйственного использования за-
висит от продолжительности затопления. При продолжительном затоплении въезд 
сельскохозяйственных машин ограничен, осока перерастает и не заготавливается. 
Ситуация осложняется тем, что мелиоративная система заболочена и плохо регу-
лирует сброс воды в р. Ипуть.

Для оценки плотности радиоактивного загрязнения полигона через 18 лет, то 
есть в 2022 г, производили отбор почвы по горизонтам 0–10 и 10–20 см.

Почвенный покров представлен низинным торфяником. Результаты пред-
ставлены в таблице 3. Удельная активность радионуклида составляла от 3,0 до                         
4,6 кБк/кг в слое 0–10 см и от 0,8 до 3,9 кБк/кг в горизонте 10–20 см. Установлено, 
что в горизонтах 0–10 см находится от 43 до 85 % радионуклида. В горизонте 
10–20 см зафиксировано от 15 до 56 %.

Для оценки плотности радиоактивного загрязнения произвели расчеты на ос-
новании удельной активности радионуклида в почве. Плотность сложения состав-
ляла 0,5 г/см3.

Таблица 3 – Распределение137Cs по горизонтам почвы, 2022 г, 

N п/п Горизонт, см Единицы 
измерения Репер 1 Репер 2 Репер 3 Среднее

1 0-10 кБк/кг 4,62 3,02 3,28 3,64

2 10-20 кБк/кг 0,81 3,90 0,76 1,82

0-20 кБк/м2/Ки/км2 271,7/7,3 345,7/9,3 202,2/5,5 273,2/7,4

Плотность радиоактивного загрязнения обследованных участков может соста-
вить от 5 до 9 Ки/км2 при средней величине около 7 Ки/км2.

На торфянике имеет место более интенсивная миграция радиоцезия по гори-
зонтам по сравнению с минеральными почвами.

Важнейшим параметром, формирующим доступность радиоцезия для рас-
тений, является биологическая доступность радионуклида. По нашим данным в 
водной вытяжке из почвы содержится около 0,5–1,0 % радионуклида, в ацетат-
но-аммонийной вытяжке около 1,7–1,8 %, в одномолярной и шестимолярной со-
ляной кислоте соответственно 1,6–1,9 и 18,0–21,0 %. Это означает что основная 
часть радионуклида прочно зафиксирована почвенным поглощающим комплексом 
и не доступна для растений.

Одной из задач исследований была оценка содержания радиоцезия в траво-
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стое. Важно отметить, что река Ипуть является притоком реки Сож. На реке Сож 
не было разлива на протяжение 2015-2021 гг. Это безусловно отражалось и на                                                                        
изучаемых объектах. Например, наблюдалось существенное распространение ивы 
с надпойменной террасы на притеррасную поймы. Это может быть свидетель-
ством изменения гидрологического режима и формирования сукцессий. В резуль-
тате в отдельных частях крупноосокового типа луга происходило увеличение доли 
разнотравья.

Содержание радиоцезия в воздушно-сухой массе составляло от 99 до 1375 Бк/
кг (таблица 4). Значения КП составляли от 0,36 до 5,03 при среднем значении 1,58 
Бк/кг:кБк/м2. В 2004 г среднее значение КП составляло 7,38 Бк/кг:кБк/м2, то есть 
уменьшение более чем в 4 раза.

Таблица 4 – Содержание радиоцезия в растительном покрове, 2022 г

№п/п Доминирующий вид Бк/кг
1 Ежеголовник прямой 99 ± 87
2 Ситняг болотный 137 ± 88
3 Тростник болотный 158 ± 43

4 Чистец болотный 225 ± 73

5 Звездчатка болотная 261 ± 86

6 Сусак зонтичный 394 ± 110

7 Двукисточник 414 ± 105

8 Щавель кислый 822 ± 129

9 Осока острая 1375 ± 275

Мин 99

Сред 432

Мах 1375

Сравнение результатов анализа данных 2022 г с данными 2004 г показали сни-
жение содержания радионуклида в травостое. Выявлено, что при общем снижении 
содержания радионуклида в травостое, 2459 Бк/кг в 2004 г и 432 Бк/кг в 2022 г, 
удельная активность радиоцезия в осоке острой продолжает оставаться высокой.

Исследования были продолжены в 2023 г. В ходе НИР было выделено 3 объек-
та. Удельная активность радиоцезия в торфяно-болотной почве составляла от 3,04 
до 5,47 кБк/кг.

Объекты исследований представлены сообществами, содержащими по 2,3 
агроботанические группы (таблица 5). На объекте 1 выделены 3 агроботанические 
группы включающие 7 видов.  Объект 2 представлен 2 группами и 4 видами. На 3 
объекте выделены 3 группы и 7 видов растений.

Группа осоковых представлена осокой острой и осокой заячьей, разнотравье – 
сусаком зонтичным, дербенником иволистным, омежником водным, ситником болот-
ным, подмаренником цепким, частухой подорожниковой, василистником желтым. 
Злаковые виды – это манник болотный, канареечник тростниковидный, бекмания 
обыкновенная, тростник обыкновенный, полевица многоукосная и лисохвост луго-
вой. Таким образом, осоки представлены 2 видами, разнотравье 8 и злаки 7 видами.
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Таблица 5 – Аккумуляция 137Cs почвенно-растительным покровом пойменного 
луга на территории урочища Немер Добрушского района, 2023 г

N объекта Вид растения Бк/кг

1 Осока острая 380 ± 94

Сусак зонтичный 200 ± 100

Дербенник иволистный 302 ± 76

Омежник водный 331 ± 84

Ситник болотный 415 ± 83

Манник болотный 268 ± 66

Канареечник тростниковидный 336 ± 75

2 Частуха подорожниковая 852 ± 120

Подмаренник цепкий 893 ± 54

  Бекмания обыкновенная 688 ± 137

Тростник обыкновенный 853 ± 85

3 Осока заячья 1387 ± 111

Осока острая 1261 ± 100

  Василистник желтый 1430 ± 143

Дербенник иволистный 1483 ± 250

Манник болотный 1048 ± 94

Полевица многоукосная 1383 ± 248

Лисохвост луговой 1839 ± 257

Среднее 853

Мин 200

Макс 1839

Ст отклонение 516

Минимальное и максимальные значения количества радионуклида в группе 
осок было 380–1387 при среднем значении 1009 ± 549 Бк/кг, у злаков 268–1839 
при среднем 916 ± 563 Бк/кг и у разнотравья соответственно 200–1483 и 738 Бк/кг.

Среднее значение удельной активности радионуклида составляло 853 Бк/кг. 
Среднее значение КП составляло 2,67 ± 1,62 Бк/кг:кБк/м2. По содержанию радио- 
цезия выделены 5 видов с превышением норматива по данному параметру. Это 
полевица многоукосная, лисохвост луговой, василистник желтый, дербенник иво-
листный и осока заячья. Все эти виды произрастали на 3 объекте.

Удельная активность радиоцезия в почве на изучаемом объекте в 2024 г со-
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ставляла 2,6 ± 0,5 кБк/кг. Содержание радионуклида в травостое составляло от 108 
до 1463 Бк/кг при среднем значении 659 Бк/кг (таблица 6). Среднее значение КП 
составило 2,54 ± 1,76 Бк/кг:кБк/м2.

Таблица 6 – Аккумуляция 137Cs почвенно-растительным покровом пойменного 
луга на территории урочища Немер Добрушского района, 2024 г

N п/п Вид растения Бк/кг

1 Аир обыкновенный 108 ± 31

2 Частуха подорожниковая 494 ± 102

3 Ситник развесистый 459 ± 98

4 Тростник обыкновенный 614 ± 127

5 Череда трехраздельная 817 ± 163

6 Осока острая 1464 ± 293

Среднее 659

Общий анализ полученных данных свидетельствует о существенном сниже-
нии удельной активности радиоцезия в группах осоковых и разнотравье, то есть 
основных группах травостоя пойменного луга (таблица 7). Злаки занимали отно-
сительно небольшое место в структуре травостоя.

Таблица 7 – Динамика удельной активности 137Cs в травостое, Бк/кг

Агроботани-
ческая группа 2004 г 2022 г 2023 г 2024 г R2 2034 г

Осоки 3482 ± 1427 1375 ± 275 1009 ± 549 1464 ± 293 0,639 600

Разнотравье 1589 ± 1053 394 ± 311 738 ± 510 470 ± 290 0,5977 200

Злаки 286 ± 181 916 ± 563 614 ± 127 0,1806

Среднее 2459 432 853 659

КП 7,38 ± 4,20 1,58 ± 1,52 2,67 ± 1,62 2,54 ± 1,76

Как уже ранее отмечалось, для общей оценки динамики содержания 
радионуклида в системе почва-растение использовали коэффициент 
пропорциональности или перехода КП. Значения КП варьировали от 7,38 в 2004 г 
до 2,54 Бк/кг:кБк/м2 в 2024 г. Уменьшение параметра в среднем составило от 2,8 
до 4,7 раз. Это свидетельствует об общем снижении аккумуляции радионуклида в 
травостое пойменного луга.

Заключение
За годы проведения исследований плотность радиоактивного загрязнения ис-

следовательского полигона 137Cs существенно снизилась, что связано как с процес-
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сами естественного распада радионуклида, так и горизонтальной и вертикальной 
миграцией. Так, плотность радиоактивного загрязнения исследуемой территории 
в 2004 г составляла 9 ± 5 Ки/км2. Через 18 лет данный параметр составил около             
7 Ки/км2. В горизонтах 0–10 см продолжает находится от 43 до 85 % радионуклида. 

Установлено, что основная часть радионуклида прочно зафиксирована почвен-
ным поглощающим комплексом и не доступна для растений. По нашим данным в 
водной вытяжке содержится около 0,5–1,0 % радионуклида, в ацетатно-аммоний-
ной вытяжке около 1,7–1,8 %, в одномолярной и шестимолярной соляной кислоте 
соответственно 1,6–1,9 и 18,0–21,0 %. 

Растительный покров представлен осоково-разнотравными сообществами. На 
изучаемых объектах осоки составляли от 100 до 25 % травостоя, разнотравье от 55 
до 10 %, злаки от 39 до 6 %, бобовые от 10 до 1 %.

Продуктивность зеленой массы травостоя варьировала от 152 до 380 ц/га при 
среднем значении 244 ± 68 ц/га.

В 2004 г содержание радиоцезия в травостое варьировало от 229 до 6810 Бк/кг. 
Не выявлена корреляция между агроботаническим составом травостоя контуров, 
продуктивностью и содержанием радионуклида в травостое. Среднее содержание 
радионуклида в травостое контуров составило от 1348 до 6360 Бк/кг. Среднее зна-
чение КП составляло 7,38 ± 4,20 Бк/кг:кБк/м2.

Более высокая удельная активность радионуклида характерна для осоковых. 
На нескольких контурах были выделены чистовидовые сообщества осоковых. Ва-
рьирование по содержанию радиоцезия составляло от 2230 до 5440 Бк/кг при сред-
нем значении 3482 Бк/кг. Это связано с особенностями гидрологического режима, 
то есть большим увлажнением участков под осоковыми.  Содержание радионукли-
да в разнотравье было существенно меньше. В 2022 г содержание радиоцезия в 
воздушно-сухой массе составляло от 99 до 1375 Бк/кг. 

Значения КП составляли от 0,36 до 5,03 при среднем значении 1,58 Бк/кг:кБк/м2. 
В   2004 г среднее значение КП составляло 7,38 Бк/кг:кБк/м2, то есть уменьшение 
более чем в 4 раза.

Выявлено, что при общем снижении содержания радионуклида в травостое, 
2459 Бк/кг в 2004 г и 432 Бк/кг в 2022 г, удельная активность радиоцезия в осоке 
острой продолжает оставаться высокой.

В 2023 г среднее значение удельной активности радионуклида в травостое со-
ставляло 853 Бк/кг. Среднее значение КП было в пределах 2,67 ± 1,62 Бк/кг:кБк/м2. По 
содержанию радиоцезия выделены 5 видов с превышением норматива по данному 
параметру. Это полевица многоукосная, лисохвост луговой, василистник желтый, 
дербенник иволистный и осока заячья. Все эти виды произрастали на одном объ-
екте.

В 2024 г содержание радионуклида в травостое составляло от 108 до 1463 Бк/
кг при среднем значении 659 Бк/кг. Среднее значение КП составило 2,54 ± 1,76 Бк/
кг:кБк/м2.

На основании полученных данных прогнозные значения удельной активности 
радионуклида в травостое на 2034 г составят для осоковых около 600 Бк/кг, раз-
нотравья около 200 Бк/кг. Данный параметр для злаковых будет зависеть от смены 
гидрологического режима и сукцессионных процессов. Таким образом, весь тра-
востой будет пригоден для хозяйственного использования.
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Timofeev S. F., Daineko N. M., Karpenko N. I. ASSESSMENT OF 137CS 
MIGRATION PARAMETERS IN THE SOIL-PLANT SYSTEM UNDER THE 
CONDITIONS OF A FLOODLAND MEADOW OF THE IPUT RIVER

In the floodplain meadow of the Iput River, the migration of 137Cs in the soil-plant 
system has been studied. It has been established that in soil horizons of 0-10 cm there 
is from 43 to 85 % of the total amount of radiocesium. The aqueous extract contains 
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about 0.5-1.01 % of the radionuclide, the ammonium acetate extract contains about 1.7-
1.8 %, and the one-molar and six-molar hydrochloric acid contains 1.6-1.9 and 18-21 
%, respectively. The main part of the radionuclide is firmly fixed by the soil absorption 
complex and is not accessible to plants. The vegetation cover is represented by sedge-
forb communities. The highest specific activity of the radionuclide has been detected for 
the sedge group. For the period 2004-2024, a decrease in the proportionality coefficient 
has been recorded from 7.38 to 2.54 Bq/kg: kBq/m2.

Keywords: floodplain meadow, migration of 137Cs in the soil-plant link, agrobotanical 
groups of plants, radioecological situation.
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ПРИРОСТА ЛИШАЙНИКА PHAEOPHYSCIA ORBICULARIS 

НА ТЕРРИТОРИИ ГОРОДА ГОМЕЛЯ
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Целью исследования является оценка плотности популяции и годового прироста ли-
шайника Phaeophyscia orbicularis на липе сердцевидной в г. Гомеле. Методология исследова-
ния включала измерение линейных размеров 202 слоевищ на 6 деревьях с последующей ста-
тистической обработкой результатов. Плотность популяции лишайника Phaeophyscia 
orbicularis на липе сердцевидной варьирует от 138 до 2152 слоевищ/м2. Средний прирост 
слоевищ лишайника в изучаемых нами условиях за 1 год составил по высоте таллома 0,100 
± 0,015 см и по ширине таллома 0,090±0,014 см. На первых этапах онтогенеза интен-
сивность прироста слоевищ лишайника Phaeophyscia orbicularis относительно высока, с 
увеличением возраста талломов интенсивность прироста слоевищ снижается.

Ключевые слова: экология, биоиндикаторы, лихеномониторинг, лихеноиндикация, 
онтогенез, динамика роста.

Введение
Лихенометрия – биоиндикационный метод, позволяющий определить возраст 

субстратов на основании размеров слоевищ произрастающих на них лишайников. 
Метод лихенометрического датирования основан на следующих предположениях: 
преимущественно обнаженные поверхности изначально не заселены лишайника-
ми; инвазия (колонизация, сукцессия) первично обнаженного субстрата начина-
ется в момент появления этого субстрата; с момента инвазии рост лишайников 
подчиняется определенным закономерностям, позволяющим прогнозировать ход 
роста в условиях однородного макроклимата, рост является функцией времени, 
прошедшего с момента заселения [1].

© Маркевич А. С., Деменкова Я. К., Кабаева А. С., Цуриков А. Г. 2025
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Известно, что лишайники накапливают тяжелые металлы и другие химические 
соединения техногенного характера, содержащиеся в атмосферных осадках, в 2–5 
раз активнее, чем высшие растения, то есть являются гипераккумуляторами [2]. Бла-
годаря этим особенностям они часто используются в изучении степени загрязне-
ния антропогенного влияния на окружающую среду – лихеноиндикации и лихено-
мониторинге. Однако лишайники характеризуются крайне медленной скоростью 
роста. В литературе приводятся разрозненные данные о скорости прироста отдель-
ных видов, часто только пороговые значения для экстремальных условий произ-
растаний (от 0,01 мм в год для накипных до 100 мм в год для кустистых видов)[3].

К настоящему времени методики оценки возраста слоевищ эпифитных листо-
ватых лишайников, используемых в экологическом мониторинге, не разработа-
ны[1], и остается острым вопрос, за какой период времени слоевища накопили вы-
явленные количества загрязнителей. В связи с этим оценка популяционной струк-
туры, а также скорости и динамики прироста распространенных видов эпифитных 
макролишайников в городской среде представляется актуальной задачей.

Материал и методика исследований
Исследования проводили на территории города Гомеля по улице Песина, 80 

возле корпуса № 3 учреждения образования «Гомельский государственный уни-
верситет имени Франциска Скорины» 21.08.2022 и 15.07.2023 (рисунок 1). В каче-
стве форофита была выбрана липа сердцевидная (Tilia cordata Mill.). Всего нами 
было заложено 6 учетных площадок на 6 деревьях. Учетные площадки закладыва-
ли на высоте наибольшей плотности слоевищ, т. е. между 1 и 2 метрами. Окруж-
ность ствола обследованных деревьев варьировала от 22 до 89 см. В зависимости 
от плотности популяции лишайника размер учетной площадки варьировал в пре-
делах 120–725 см2. Для измерения линейных размеров использовали разметочный 
циркуль, который прикладывали к слоевищу по высоте и ширине и переносили на 
миллиметровую линейку и округляли до ближайших 0,1 см по правилам математи-
ческого округления. Плотность популяции Phaeophyscia orbicularis (Neck.) Moberg 
оценивали как число слоевищ на обследуемой части дерева [4]. Общий объем ма-
териала составил 202 слоевища.

Для оценки размерной структуры популяции Phaeophyscia orbicularis приме-
няли методы описательной статистики, однофакторного дисперсионного анализа, 
а также корреляционного анализа.

Погодные условия в день измерений были следующими: температура +25° С, 
малооблачно, ветер 6 м/с, давление 758 мм рт. ст., влажность воздуха 43%. Погод-
ные условия через год были следующими: температура + 24° С, слегка облачно, 
ветер 6 м/с, давление 762 мм рт. ст., влажность воздуха 43%.
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Рисунок 1 – Карта-схема исследуемого участка (а – границы города Гомеля,           
б – железнодорожные пути, в – основные автотранспортные магистрали,                         
г – река Сож, д – заложенные пробные участки)
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Результаты исследований и их обсуждение
Плотность популяции лишайника Phaeophyscia orbicularis на липе 

сердцевидной варьирует от 138 до 2152 слоевищ/м2 (рисунок 2). При этом плотность 
популяции лишайника увеличивается при приближении к студенческому скверу 
(F=8,82; p=0,01).

Рисунок 2– Плотность популяции Phaeophyscia orbicularis

Размерная структура популяции лишайника Phaeophyscia orbicularis показана 
на рисунке 3.

Рисунок 3– Размерная структура популяции Phaeophyscia orbicularis
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Размерная структура популяции Phaeophyscia orbicularis статистически отли-
чается у разных деревьев (таблицы 2, 3).

Таблица 2 – Корреляция размерной структуры (ширина таллома) популяции 
Phaeophyscia orbicularis исследованных деревьев (серым цветом выделены значения с r ≥ 
0,70)

Д
ер

ев
о,

 н
ом

ер

Дерево, номер
1 6 3 4 2 5

1 - 0,88 0,71 0,84 0,59 0,53
6 0,88 - 0,77 0,81 0,58 0,64
3 0,71 0,77 - 0,61 0,64 0,51
4 0,84 0,81 0,61 - 0,74 0,55
2 0,59 0,58 0,64 0,74 - 0,51
5 0,53 0,64 0,51 0,55 0,51 -

Таблица 3 – Корреляция размерной структуры (высота таллома) популяции Phaeophyscia 
orbicularis исследованных деревьев (серым цветом выделены значения с r ≥ 0,70)

Д
ер

ев
о,

 н
ом

ер

Дерево, номер
1 4 3 5 6 2

1 - 0,81 0,80 0,42 0,46 0,32
4 0,81 - 0,64 0,33 0,59 0,22
3 0,80 0,64 - 0,47 0,62 0,47
5 0,42 0,33 0,47 - 0,29 0,54
6 0,46 0,59 0,62 0,29 - 0,64
2 0,32 0,22 0,47 0,54 0,64 -

При сравнении ширины талломов Phaeophyscia orbicularis на различных стволах 
деревьев методом корреляционного анализа была выявлена группа из 4 форофитов, 
у которых наиболее часто были отмечены талломы шириной 0,5 см. На оставшихся 
деревьях чаще встречались более крупные слоевища шириной 0,7–1,0 см (таблица 2).

При сравнении высоты талломов лишайников Phaeophyscia orbicularis на раз-
личных стволах деревьев также была выявлена группа форофитов, на которых 
наиболее часто были выявлены талломынебольшой высоты(0,4–0,5см) (таблица 3). 
На остальных деревьях наиболее часто были отмечены талломы Phaeophyscia 
orbicularis высотой 0,6–1,0 см.

В целом можно отметить, что деревья, сформировавшие схожие группы по ши-
рине и высоте талломов лишайников, совпадают. Таким образом, среди исследо-
ванных гомогенных посадок липы сердцевидной выявлены форофиты, на которых 
преобладают лишайники с меньшими (0,5 × 0,4–0,5 см) и более крупными (0,7–1,0 
× 0,6–1,0 см) талломами лишайников Phaeophyscia orbicularis. Различия размеров 
слоевищ лишайников на разных деревьях в пределах одного местообитания могут 
быть обусловлены микроклиматическими условиями, а также возрастом дерева и 
структурой коры, определяющими разное время заселения дерева слоевищами [5].

Для изучения динамики прироста слоевищ лишайника Phaeophyscia orbicularis 
нами были сопоставлены данные линейных размеров слоевищ за 2022 и 2023 гг. 
Средний прирост слоевищ лишайника в изучаемых нами условиях за 1 год со-
ставил по высоте 0,100±0,015 см и по ширине 0,090±0,014 см. Наибольшее число 
талломов лишайников за 1 год приросло на 0,1–0,2 см. (рисунок 4).
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Рисунок 4 – Годовой прирост лишайника Phaeophyscia orbicularis

С учетом полученных данных были построены кривые роста талломов 
Phaeophyscia orbicularis (рисунок 5).

Рисунок 5 – Кривая роста талломов Phaeophyscia orbicularis (высота и ширина, см)

Полученные данные свидетельствуют о нелинейной динамике прироста слое-
вищ Phaeophyscia orbicularis. На ранних стадиях онтогенеза интенсивность при-
роста слоевищ лишайника увеличивается, а с увеличением возраста талломов ин-
тенсивность прироста слоевищ снижается.

Полученные результаты могут быть использованы для разработки методики 
определения возраста эпифитных лишайников.
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Заключение
По результатам изучения статистических параметров Phaeophyscia orbicularis 

на липе сердцевидной в г. Гомеле выявлено, что плотность популяции лишайника на 
разных деревьях существенно отличалась и составила от 138 до 2152 слоевищ/м2 
при среднем значении 867,9 ± 291,8 слоевищ/м2.Среди исследованных посадок 
липы выявлены форофиты, на которых преобладают лишайники с меньшими                            
(0,5 × 0,4–0,5 см) и более крупными (0,7–1,0 × 0,6–1,0 см) талломами Phaeophyscia 
orbicularis. Средний прирост слоевищ лишайника Phaeophyscia orbicularis в изу-
чаемых нами условиях за 1 год составил по высоте 0,10 см и по ширине 0,09 см. 
Данные результаты необходимо учитывать при разработке методики определения 
возраста популяции лишайников для проведения экологического мониторинга 
окружающей среды.

СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННЫХ ИСТОЧНИКОВ
1. Martin J. Epilithic licnens community structure and applications in lichenometry /                           

J. Martin. – Tallin : Euroacademy, 2010. – 137 с.
2. Шербакова, А. И. Биологически активные вещества лишайников / А. И. Шербакова, 

А. В. Коптина, А. В. Канарский // Лесной журнал. – 2013. – № 3. – C. 7–16.
3. Харитонов, Н. П. Лишайники и их изучение / Н. П. Харитонов // Исследователь. – 

2009. – № 34. – С. 182–198.
4. Суетина, Ю. Г. Структура популяции лишайника Hypogymnia physodes (L.) Nyl. на 

разных форофитах / Ю. Г. Суетина // Известия Самарского научного центра РАН. – 2016. – 
Т. 18, № 1. – С. 217–220.

5. Суетина, Ю. Г. Онтогенез и структура популяции Xanthoria parietina (L.) Th. Fr. в 
различных экологических условиях / Ю. Г. Суетина // Экология. – 2001. – № 3. – С. 203–208.

Поступила в редакцию 02.12.2024 г.
Контакты: angelymarkevich@yandex.by (Маркевич Ангелина Сергеевна, Де-

менкова Яна Константиновна, Кабаева Ангелина Сергеевна, Цуриков Андрей Ген-
надьевич)

Markevich A. S., Dzemiankova Ya. K., Kabayeva A. S., Tsurykau A. G. 
ESTIMATION OF POPULATION DENSITY AND ANNUAL GROWTH OF 
LICHEN PHAEOPHYSCIA ORBICULARIS IN THE TERRITORY OF THE CITY 
OF GOMEL

The aim of the study is to assess the population density and annual growth of the 
lichen Phaeophyscia orbicularis on linden trees in Gomel. The research methodology 
includes measuring the linear dimensions of 202 thalli on 6 trees, followed by statistical 
analysis. The population density of Phaeophyscia orbicularis on linden varies from 138 
to 2152 thalli/m2. The average annual growth of lichen thalli is 0.100 ± 0.015 cm in 
height of the thallus and 0.090 ± 0.014 cm in width of the thallus. At the early stages of 
ontogenesis, the growth rate of the lichen thalli of Phaeophyscia orbicularis is higher, 
later the growth rate decreases.

Keywords: ecology, bioindicators, lichen monitoring, lichen indication, ontogenesis, 
growth dynamics.
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