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МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ 

УДК 517.926.4:517.977.1

сИНтез АсИНХРОННОГО РеЖИмА В ЛИНеЙНОЙ 
ПеРИОДИЧесКОЙ сИстеме УПРАВЛеНИЯ 

с НеВЫРОЖДеННЫм НИЖНИм ДИАГОНАЛЬНЫм 
БЛОКОм УсРеДНеНИЯ мАтРИЦЫ КОЭФФИЦИеНтОВ1

А. К. Деменчук
доктор физико-математических наук, профессор
Институт математики НАН Беларуси 

Рассматривается линейная периодическая система управления с постоянной матри-
цей при управлении. Программное управление является периодическим, причем множество 
его частот содержится в модуле частот матрицы коэффициентов. Предполагается, что 
у матрицы при управлении есть линейно зависимые столбцы, усреднение матрицы коэф-
фициентов приводится к специальному виду с невырожденным правым нижним диаго-
нальным  блоком и остальными тривиальными блоками.  Для рассматриваемого класса 
систем указаны достаточные условия, при выполнении которых осуществляется постро-
ение  управляющего воздействия, переводящего систему в асихронный режим.

Ключевые слова: линейная дифференциальная система управления, сильно нерегу-
лярное периодическое решение, асинхронный спектр.

1 Работа выполнена в Институте математики НАН Беларуси по заданию 1.2.01 «Развитие конструктив-
ных и асимптотических методов исследования сложных управляемых дифференциальных и дискретных си-
стем» ГПНИ “Конвергенция – 2025” (подпрограмма “Математические модели и методы”) в рамках гранта 
Президента Республики Беларусь.
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Введение и постановка задачи 
Рассмотрим линейную систему управления  

 1= ( ) , , , 2,nz A t z Bu t z n     (1) 

в которой 1( )A t – непрерывная  -периодическая n n -матрица, B – постоянная 
n r -матрица r ≤ n, u – управление. Вопросы управляемости линейных систем 
изучались во многих работах в предположении совпадения частот решения и самой 
системы (см., напр., [1, 2] и др.). Такой подход был обусловлен тем, что до середины 
XX века исследования по периодическим решениям дифференциальных систем бази-
ровались на предположении о соизмеримости периодов решения и самой системы. 
Такого рода утверждение содержалось, например, в монографии [3, с. 11]. В 1950 г. на 
его ошибочность указал Х. Массера в работе [4]. Он впервые привел условия 
существования решений дифференциальных систем с иррациональным отношением 
периодов решения и системы. Отмеченный результат Х. Массеры положил начало 
новому направлению в качественной теории дифференциальных уравнений, которое 
впоследствии развивалось Я. Курцвейлем и О. Вейводой [5], Н. П. Еругиным [6], 
И. В. Гайшуном [7], Э. И. Грудо, [8], В. Т. Боруховым [9] и др. Такие периодические 
решения и их обобщения были названы сильно нерегулярными, их частотный спектр – 
асинхронным, а описываемые ими колебания – асинхронными. Эффект асинхронного  
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возбуждение незатухающих колебаний нашел реализацию в ряде технических 
устройств [10; 11]. Задача построения периодических дифференциальных систем, 
функционирующих в асинхронном режиме, сформулирована в работе [12] как задача 
управления асинхронным спектром.  

В качестве управляющего воздействия ( )u   в системе (1) будем использовать 
непрерывные на вещественной оси периодические r-вектор-функции, множество 
частот которых содержится в модуле частот матрицы коэффицентов. Применительно к 
системе (1) задача управления асинхронным спектром с целевым множеством L 
состоит в следующем: выбрать такое программное управление  

 = ( )u u t  (2) 
из указанного допустимого множества, чтобы замкнутая система  

 1= ( ) ( )z A t z Bu t  (3) 
имела сильно нерегулярное периодическое решение с множеством частот L. 

Если же требовать наличие у системы (3) только сильно нерегулярного решения, 
без наперед заданного целевого множества, то такую, несколько менее жесткую задачу, 
будем называть задачей синтеза асихронного режима (возбуждения асинхронных 
колебаний). 

 
Вопросы разрешимости сформулированных задач для системы (1) с нулевым 

средним значением матрицы коэффициентов исследованы в работе [13]. В [14] 
рассмотрена система (1) с нулевыми строками матрицы при управлении, при этом 
среднее значение матрицы коэффициентов имеет невырожденный левый верхний 
диагональный блок и остальныее ее блоки – нулевые. Вопрос исследования системы (1) 
с правым нижним блоком усреднения матрицы коэффициентов оставался открытым. 
В настоящей статье дано решение задачи управления асинхронным спектром в случае, 
когда система (1) приводится к виду с невырожденным указанным диагональным 
блоком. 

Вспомогательные сведения. Для непрерывной на всей числовой оси 
ω-периодической вещественнозначной n m -матричной функции ( )F t  (вектора при 

1m  ) определим ее среднее значение  

 
0

1ˆ = ( )F F t dt


   

и осциллирующую часть  
ˆ( ) = ( )F t F t F . 

Через rankcolf обозначим столбцовый ранг матрицы ( )F t  – наибольшее число 
линейно независимых столбцов. Подобным образом можно определить и строчный 
ранг rankrowf. Очевидно, что в общем случае строчный и столбцовый ранги 
периодической матрицы не обязаны совпадать. Например, для 2π-периодической 
матрицы 

sin 2sin
( )

cos 2cos
t t

F t
t t

 
  
 

. 

Имеем rankcolf = 1, а rankrowf = 2. Сказанное, разумеется, не относится к постоянным 
матрицам. 
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Частотами ω-периодической функции являются числа вида 
2 ,k k N


 . 

Определение. Решение с периодом   системы (3) называется сильно нерегу-
лярным, если числа   и   несоизмеримы, т. е. их отношение является иррацио-
нальным числом. 

На основании [15, с. 20 ] можно сформулировать необходимые в дальнейшем 
следующие две леммы. 

Лемма 1. Пусть у постоянной n r -матрицы B  число строк не меньше числа 
столбцов и столбцы линейно зависимы 

 1rank , .B r r r n     (4) 
Тогда найдется постоянная неособенная n n -матрица S такая, что  

 
1

1

1,
,

rank .
0

, r r
r r

S rB B
B
 

  
 

 (5) 

Лемма 2. Пусть col 1rank F m m  . Тогда найдется постоянная неособенная 

m m -матрица Q такая, что у матрицы ( )F t Q  будет 1m m нулевых первых 

столбцов, в то время как остальные 1m  столбцов будут линейно независимы. 
Из работы [16] вытекает 
Лемма 3. Если столбцы ω-периодической матрицы ( )F t  линейно независимы, то 

у линейной алгебраической однородной системы  

( ) 0F t z   
отсутствуют сильно нерегулярные периодические решения z = z(t), отличные от 
тривиального. 

Основная часть. В случае, когда столбцы матрицы при управлении линейно 
независимы, решение задачи управления асинхронным спетром для системы (1) 
приведено в [17]. Поэтому далее полагаем, что выполняется неравенство (4). В таком 
случае, согласно лемме 1, стандартными средствами линейной алгебры можно 
построить матрицу S со свойством (5).  

Основное предположение настоящей работы состоит в следующем. Допустим, что 
среднее значение 1Â  матрицы коэффициентов представимо в виде  

1 1 1 1 1 1

1 1

1 (22) (22)
1 , 1, 1 , ,(22)

,

0 0ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ= , = diag ( , , ), det 0.ˆ0 r r n r n r n n r r
r r

A S A S A a a A
A


   

 
   
 

  (6) 

Через (1) ( )A t  обозначим 1( )n r n  -матрицу, составленную из первых 1n r  

строк матрицы 1
1( ) ( )A t S A t S . 

Справедлива 
Теорема. Пусть наряду с предположениями (4) , (6) выполняется условие  

 (1)
crank = < .ol A k n   (7) 

Тогда существует ω-периодическое управление ( )u u t , переводящее систему в 
асинхронный режим.  

Доказательство. Искомое программное управление будем искать в виде  
 ˆ= ( ) = ( ).u u t u u t  
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Согласно постановке задачи управление должно быть таким, чтобы у замкнутой 
таким управлением системы (3) появилось сильно нерегулярное решение = ( )z z t  с 
некоторым множеством частот. Из работы [8] следует, что в смысле существования 
требуемого периодического решения ( )z t  система (3) эквивалентна следующей 
системе:  
 1 1

ˆ ˆ= , ( ) ( ) = 0.z A z Bu A t z Bu t   (8) 

Поэтому поставленная задача сводится к построению такой вектор-функции ( )u t  
из допустимого множества, чтобы система (8) имела решение ( )z t . 

Выполним замену фазовой переменной 
 z Sx ,  (9) 

которая приводит систему (8) к системе 
1

1
ˆ ˆ= , ( ) ( ) = 0, ( ) = ( ) , .x Ax Du A t x Du t A t S A t S D SB    

В соответствии с представлением матрицы D в виде (5)  

1 ,

0
,

r r
D

B
 

  
 

 

с целью согласования размерностей, примем следующие обозначения для матрицы 
( )A t . Пусть 

1 1

(11)
, ( )n r n rA t  , 

1 1

(21)
, ( )r n rA t – ее левые верхний и нижний, а 

1 1

(12)
, ( )n r rA t , 

1 1

(22)
, ( )r rA t – 

правые верхний и нижний блоки (нижние индексы указывают размерность): 

1 1 1 1

1 1 1 1

(11) (12)
, ,

(21) (22)
, ,

( ) .
( ) ( )

( ) ( )
n r n r n r r

r n r r r

A t A t

A
A

t A t
t   



 
   
 

 

Соответственно такому представлению усредненную матрицу Â  в свою очередь 
разобьем на четыре блока таких же размерностей: 

1 1

(11)
,

ˆ
n r n rA   , 

1 1

(21)
,

ˆ
r n rA  , 

1 1

(12)
,

ˆ ,n r rA   
1 1

(22)
,

ˆ
r rA , 

среди которых, с учетом условия (6), только последний нетривиален. Аналогично 
представим и осциллирующую часть ( )A t : 

1 1

(11)
, ( )n r n rA t  , 

1 1

(21)
, ( )r n rA t , 

1 1

(12)
, ( )n r rA t  

1 1

(22)
, ( )r rA t . 

Далее для упрощения записи нижние индексы у этих матриц опускаем. Положим 
для фазового вектора 

1 11 1=col( ', ''), ' = col( , , ), '' = col ( , , )n r n r nx x x x x x x x x   . 

Тогда последняя система примет вид: 

1

(11) (12)

(21) (22)
,

ˆ ˆ 0
ˆ= ,

ˆ ˆ r r

x A A x
u

x A BxA

       
              

 

1

(11) (12)

(21) (22
,

)

0( ) ( )
( ) = 0,

( ) ( ) r r

xA t A t u t
xA t A Bt
    
        

 

откуда в силу прежположения (6) о нетривиальности только правого нижнего блока 
усреднения матрицы коэффициентов получаем систему: 
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1

(22)
,

= 0,
ˆ= ,ˆr r

x

x A x B u



  
 

 
1

(11) (12)

(21 (
,

) 22)

( ) ( ) = 0,

( ) ( ) ( ) = 0.r r

A

t B

t x A t x

A x A t x u t

 

  
 (10) 

Заметим, что периодическое решение '( )x x t  первого уравнения системы (10) 

может быть только стационарным. Поскольку блок (22)Â  диагональный и невырож-
денный, а неоднородная часть 

1 , ˆr rB u  постоянная, то периодическое решение 

''( )x x t  второго уравнения, а значит, и решение ' '( ),x x t '' ''( )x x t  всей системы 
(10) также может быть только стационарным.  

С учетом принятых ранее обозначений запишем третье уравнение системы (10) в 
виде 

(1) ( ) col( ', '') = 0A t x x . 

В силу условия (7) из леммы 2 следует, что найдется постоянная неособенная 
n n -матрица Q  такая, что у матрицы (1) ( )A t Q  первые n k  столбцов будут 
нулевыми, а остальные k  столбцов будут линейно независимыми. Выполнив в этом 
уравнении замену переменных 

col ( , ) =x x Qy  , 
получим уравнение 

(1) ( )  = 0A t Q y . 

Поскольку матрица (1) ( )A t Q  является  -периодической и ее последние k  
столбцов линейно независимы, то из леммы 3 вытекает, что соответствующие 
компоненты сильно нерегулярного периодического решения ( )y y t  этого уравнения 
должны быть нулевыми  

(1)( ) = col ( ( ),0, ,0),y t y t  

где (1)
1( ) = col( ( ), , ( ))ky t t t  , ( )j t , =1,j n k – некоторые произвольные 

периодические функции периода Ω, несоизмеримого с ω. Поскольку выше отмечено, 
что искомое периодическое решение ( ) = col( '( ), ''( ))x x t x t x t  может быть только 
стационарным, то в силу неособенности матрицы Q вектор = ( )y y t  также должен 

быть постоянным. Значит, ( )j jt  , =1,j n k  и  

 1( ) = col ( , , ,0, ,0),n ky t      

где j , =1,j n k – некоторые произвольные вещественные постоянные. Поэтому, с 
учетом произведенной замены переменных, компоненты искомого периодического 
решения первых двух уравнений системы (10) представимы следующим образом  

1col ( ( ), ( )) = col ( , , ,0, ,0).n kx t x t Q      

Уточним вид этого решения. Обозначим матрицу, образованную n k  первыми 
столбцами матрицы Q через (1)Q , и разобъем ее на вертикальные блоки (1)

11Q , (1)
21Q , 
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размерностей по строкам соответственно 1 1,n r r . Такое разбиение позволит 
получить более детальный вид последней записи решения  

(1)
11

1(1)
21

col ( '( ), ( )) = col ( , , )n k
Q

x t x t
Q

  

 
  

 
,  

откуда находим  
(1) (1)
11 1 21 1'( ) col ( , , ), ''( ) col ( , , )n k n kx t Q x t Q       . (11) 

По построению векторы (11) – решение третьего уравнения системы (10). Кроме 
того, как нетрудно видеть, стационарный вектор (1)

11 1'( ) col ( , , )n kx t Q     является 
решением ее первого уравнения. 

Выясним, при каких условиях вектор ''( )x t  удовлетворяет второму уравнению 
системы (10). Для этого, подставляя в это уравнение значение 

(1)
21 1''( ) col ( , , ),n kx t Q     получим условие на стационарную составляющую 

управления 

 
1

(22) (1
,

)
21 1

ˆ col ( , , ) 0ˆr r n kB Qu A     .  (12) 

Иначе говоря, вектор ''( )x t  будет решением второго уравнения системы (10) 
лишь тогда, когда вектор û  удовлетворяет равенству (12).  

В силу рангового условия (4) вспомогательное линейное неоднородное матричное 
уравнение 

1 1, , = 0r r r rB V E  

с коэффициентом 
1 ,r rB  и единичной 1 1r r -матрицей E  имеет некоторое частное 

решение 
1,r rV V . Несложно убедиться в том, что постоянный вектор  

 (22) (1)
1 21 1ˆ ˆ ( , , ) col ( , , )n k n ku u VA Q         (13) 

будет удовлетворять равенству (12). Это означает, что при выборе стационарной 
составляющей управления û  в виде (13) вектор ''( )x t  – решение второго уравнения 
системы (10). 

Далее выясним, при каких условиях векторы '( ), ''( )x t x t  удовлетворяют 
четвертому уравнению системы (10). С этой целью, подставляя их значения в это 
уравнение, получим условие на осциллирующую составляющую управления  

1

(21) (1) (22) (1)
11 1 2, 1 1( ) ( ) col ( , , ) ( ) col ( , , ) = 0n nr r k kt A t Q AB u t Q      .  (14) 

Другими словами, векторы '( ), ''( )x t x t  будут решениями последнего уравне-
ния системы (10) лишь тогда, когда вектор ( )u t  удовлетворяет равенству (12).  

Построим векторно-значную ω-периодическую функцию с нулевым средним 
значением 

 (21) (1) (22) (1)
1 11 1 21 1( , , , ) ( ) col ( , , ) ( ) col ( , , ) .n k n k n ku u t V A t Q A t Q           (15) 

Подставляя ее в равенство (14), получим 
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  1

(21) (1) (22) (1)
11 1 21 1

(21) (1) (22) (1)
11 1 21

,

1

( ) col ( , , ) ( ) col ( , , )

( ) col ( , , ) ( ) col ( , , ) = 0

n k n k

n

r r

k n k

V A t Q AB t Q

A t Q A t Q

   

   

 

 

  

 
 

или, после элементарных преобразований, 

  
1

(21) (1) (22) (1)
, 11 21 1( ) ( ) col ( , , ) = 0r r n kB V E A t Q A t Q     . 

Полученное равенство является верным, так как матрица V – решение вспомога-
тельного матричного уравнения, т. е.  

1, = 0r rB V E . 

Поэтому при выборе осциллирующей составляющей управления ( )u t  в виде (15) 
векторы '( ), ''( )x t x t – решением последнего уравнения, а вместе с этим и всей 
системы (10). 

Возвращаясь к исходным переменным, принимая во внимание замену (9), находим 
требуемое решение системы (8) 

1( ) col( '( ), ''( ))z z t S x t x t  , 

которое в силу [8], будет также решением замкнутой системы (3). Таким образом, 
управлением (13), (15) реализуется асинхронный режим в системе (1). 

Теорема доказана. 
В заключение приведем пример, иллюстрирующий конструктивность получен-

ного результата. С этой целью возьмем следующую линейную 2π-периодическую 
систему управления 

1
1

2
2

1 2 3 1 2

sin 2sin sin 0 0
= ( ) sin 2 2sin 2 sin 2 0 0 ,

( ) ( ) cos

t t t x
u

x A t x Bu t t t x
u

t t t x b b 

    
                  

    

 

в которой 1( )t , 2 ( )t  – произвольные непрерывные периодические с периодом 2π и 
нулевым средним значением скалярные функции, хотя бы одно из вещественных чисел 

1b , 2b , скажем 1b , отлично от нуля.  
Вначале проверим условия теоремы. Ранговое условие (4) показывает, что в 

данном случае ранг 1r  матрицы B меньше числа столбцов и равен единице, при этом 
в построении преобразования (9) с матрицей S  нет необходимости, поскольку B  
уже приведена к виду (5), а усреднение матрицы коэффициентов  

1

0 0 0
ˆ 0 0 0

0 0 1
A

 
   
 
 

 

согласуется с (6), т. е. правый нижний 1×1-блок невырожденный. Для проверки 
условия (7) из первых двух строк матрицы ( )A t  составим 2×3-матрицу 

(1) sin 2sin sin
( )

sin 2 2sin 2 sin
t t t

A t
t t t

 
  
 

. 

Как видим, ее столбцовый ранг k  равен единице и меньше числа столбцов. 
Итак, все условия теоремы выполнены.  
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Далее для решения поставленной задачи воспользуемся алгоритмом доказатель-
ства теоремы. Для исходной системы запишем соответствующий аналог системы (10)  

 

1

2

1
3 3 1 2

2

= 0,

ˆ
= ,

ˆ

x
x

u
x x b b

u

 
 
 

 
  

 

 

1 2

1
(1)

2

3

3

sin 2sin sin
( ) 0,

sin 2 2si
col ( , ,

s
)

n 2 in

x
t t t

A t x
t

x x x
t t

x

 
          







 (10’) 

   1 1
1 2 3 1 2

2 2

( )
( ) ( ) (cos 1) = 0.

( )
x u t

t t t x b b
x u t

 
   

     
   

 

Согласно лемме 2 построим постоянную неособенную матрицу  
1 0 0
0 1 0
1 2 1

Q
 
   
   

 

такую, что преобразование  
x Qy  

приводит третье из полученных уравнений системы (10’) к виду 

1

2

3

sin 2sin sin sin 2sin sin 0 0 sin
0,

s

1 0 0
0 1 0
1 2

sin 2 2sin 2 sin sin 2 2sin 2 in 0 0 si
1

n

y
t t t t t t t

Q yy y
t t t t t t t

y

 
              

 
 
 
   

     
 

откуда в силу леммы 3 находим структуру сильно нерегулярного периодического 
решения 

1 1 1 2 2 2 3 3( ) ( ), ( ) ( ), ( ) = 0,y y t t y y t t y y t       

где 1( )t , 2 ( )t – некоторые непрерывные периодические с периодом  , несоизме-

римым с 2π. Возвращаясь к исходным переменным 

1 1

2 2

3 3

1 0 0
0 1 0
1 2 1

x y
x y
x y

 
 




   
   
   
  
 

 
 
    

, 

находим 

1 1 2 2 3 1 2( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ) 2 ( )x t t x t t x t t t        . 

Из первого уравнение из (10’) следует, что 1 1( ) ,t  2 2( ) ,t   где 1 2,  – 

некоторые вещественные постоянные, т. е. 1 1( ) ,x t  2 2( )x t  , 3 1 2( ) 2 .x t       

Подставляя 3( )x t  во второе уравнение системы (10’), получаем равенство 

1 2 1 1 2 2ˆ ˆ2 0,bu b u       
откуда имеем  
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1 2 2
1 2

1 1

2ˆ ˆ ,bu u
b b

 
   

при этом вторая компонента 2û  стационарной составляющей управления может ос-
таваться произвольной. Аналогично, после подстановки ( )x t  в последнее уравнение 
из системы (10’) находим линейную форму для компонент осциллирующей части ис-
комого управления 

 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) (cos 1)( 2 ) .bu t b u t t t t              
 

Заключение 
Для класса линейных периодических систем управления с вырождением блоков 

среднего значения матрицы коэффициентов построено периодическое воздействие 
того же периода, что и сама система, переводящее систему в асинхронный режим, при 
котором замкнутая управлением система имеет сильно нерегулярное периодическое 
решение. Алгоритм проиллюстрирован примером. 
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управляемых дифференциальных и дискретных систем" ГПНИ “Конвергенция -2025” 
(подпрограмма "Математические модели и методы") в рамках гранта Президента 
Республики Беларусь. 
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В данной статье дается обзор основных результатов, полученных ранее при решении 
проблем оценки количества многочленов с заданной диофантовой структурой, а также 
предложен метод, позволяющий получить точную оценку количества полиномов при всех 
значениях параметра v.

Ключевые слова: Мера Лебега, мера Хаара, размерность Хаусдорфа, диофантовы 
приближения, дискриминанты целочисленных полиномов, р-адические числа.

© Кемеш О. Н., Морозова И. М., Сакович Н. В., Шамукова Н. В., 2024

Введение 
Около двух веков назад Дирихле [1] доказал теорему, в которой получил 

существенное улучшение, полученных ранее результатов, при замене 
действительных чисел рациональными числами.  

Теорема Дирихле. Для любого     и натурального числа     всегда 
существуют целые числа   и         , такие, что  

     
         

. (1) 

Неравенство (1) усиливалось и обобщалось во многих статьях и монографиях 
[2, 3, 4, 5, 6, 7]. Область математики, связанная с неравенством (1), получила 
название теория диофантовых приближений.  

Преобразовав (1), получаем, что неравенство 

                   (2) 

имеет бесконечное число решений для любого   из интервала          в целых   
и натуральных числах  , где в (2) под знаком модуля находится полином      
первой степени.  
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Сформулируем несколько задач, связанных с обобщением неравенства (2) на 
полиномы степени        и высоты                       вида 

                               ,            . (3) 

Существует простой метод, названный принципом ящиков Дирихле, 
позволяющий обобщить неравенство (2) на полиномы произвольной степени.  

Далее                величины, зависящие только от   и не зависящие от 
     . Обозначим    и    меру Лебега в   и    меру Хаара в    – поле  
 -адических чисел, а      – размерность Хаусдорфа множества    . Для     
введем монотонно убывающую функцию       . Обозначим       – 
множество    , для которых неравенство  

                 
имеет бесконечное число решений в полиномах (3).  

При                   К. Малер [7] доказал, что            и 
предложил (гипотеза Малера), что                        и     . 

Теорема 1. (Спринджук [2, 8]). Гипотеза Малера справедлива. 
Ровно 100 лет назад А. Я. Хинчин [9] доказал, что верно следующее 

утверждение. 

Теорема 2. Верно равенство 

        

 
 
 

 
           

 

   

            
 

   

  

В конце ХХ века В. И. Берник [5] и В. В. Бересневич [10] обобщили и усилили 
теоремы 1 и 2. 

Теорема 3. Справедливы равенства  

        

 
 
 

 
           

 

   

            
 

   

  

Несколько ранее А. Бейкер и В. Шмидт [11] и В. Н. Берник [4] нашли точное 
значение размерности Хаусдорфа множества       тех    , для которых 
неравенство 

                

имеет бесконечное число решений в полиномах      
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Теорема 4. Размерность Хаусдорфа множества     равна         
   
   .

Результаты, аналогичные теоремам 1–4, были получены для поля р-адических 
чисел   [3, 12], а также в поле формальных степенных рядов.

Методы, разработанные при доказательстве указанных выше результатов, 
оказались полезными для решения ряда прикладных задач [13, 14]. В последние 
годы стали популярными задачи, по оценкам сверху и снизу количества 
полиномов заданной степени и высоты, у которых производные в корнях 
полиномов их дискриминанты и результанты лежат в указанных заранее границах
[15], [16], [17]. Следует отметить разнообразие применяемых при решении таких 
задач методов анализа, алгебры, геометрии чисел, теории вероятностей и теории 
динамических систем.

Основная часть
В данной статье мы исследуем величины дискриминантов целочисленных 

полиномов, а также выясняем, на какую степень простого числа могут делиться 
дискриминанты.

Пусть           – корни     как действительные, так и комплексные. 
В некоторых задачах принципиально важно знать, является ли корень   
действительным алгебраическим числом или       .

При исследовании структуры множества решений неравенства        
         важно выделить как количество интервалов     , так и размеры этих 
интервалов. 

Обозначим через      множество тех  , для которых корень   является 
ближайшим корнем к  . Удобно положить    .

Лемма 1. Пусть    – ближайший к  корень     . Тогда 

                         
  ; (4) 

                   
               

                  
 
  . (5) 

Приведенные в (4), (5) оценки являются точными в том смысле, что всегда 
можно указать интервал      , для которого выполняется неравенство, 
противоположное (4), (5). Это доказано в [17]. В [18] показано, что оценки длин 
интервалов       можно получить через величины дискриминантов     .

Если применить лемму 1 к неравенству           , то становится ясно, что 
множество решений неравенства можно покрыть объединением интервалов, 
содержащих корни     .

Поэтому первые продвижения в проблеме Малера были связаны с оценками 
сверху для количества полиномов с малыми значениями модулей производных и 
детерминантов     [15, 19]. 

Рассмотрим задачи диофантовых приближений в   – поле р-адических
чисел.
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Для       множество 

                                          (6) 

будем называть цилиндром в   . Как и при определении меры Лебега    в   
введем для любого множества       покрытие    цилиндрами  меры       . 
Возьмем множество 

         
 

   
 

по всем покрытиям   . 
Величину   назовем мерой Хаара    множества   . Из (6) следует, что 

каждую точку цилиндра можно рассматривать как его центр, и если два цилиндра 
пересекаются, то один из них содержит второй. 

Нетрудно доказать, используя принципов ящика Дирихле [3, 6], что точная 
верхняя грань     , для которых существует бесконечно много векторов 
                  , удовлетворяющих неравенству 

                      
     

       .  

Не менее     для любого  . Множество неприводимых примитивных 
полиномов с целыми рациональными числами,               , удовлетворяющими 
неравенству  

                                . 

Обозначим через      . Корни полиномов            принадлежат алгеб-
раическому замыканию    поля   , на которые мы продолжим нормирова-
ние        как в §6.1 как в [3, 6] и будем обозначать      для всех     . 

Приведем несколько лемм. 
Лемма 2 [3, 6]. Для всех корней    полиномов            справедливы 

неравенства        .  
Корни           полиномов      упорядочим следующим образом 

                               . 

Через       будем обозначать множество     , для которых 
   
     

               , 

и далее полагаем, что    . 
Для полинома      c высотой             и достаточно малого числа 

     введем натуральное число   и действительные числа    из равенств 

                               . 

Определим целые числа           из неравенств 
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  .  

Из леммы 2 следует, что        [3,6], для достаточно больших  . Положим  

           

   

   
   

Используя дискриминанты полиномов           , несложно показать, что 
справедлива  

Лемма 3 [3, 6]. Количество векторов             зависит только от    и п, 
но не зависит от   и    Множество полиномов            с одним и тем же 
вектором   будет обозначать         . 

Лемма 4. Пусть                     . 
Тогда  

                        
  

 

           
     

                 
                    

 
  .  

 
Лемма 5. Пусть полиномы. И       и       из       степени не более   и 

высоты не более   не имеют общих корней в    и на цилиндре            
удовлетворяют неравенству 

   
   

                               . 

 
Тогда для любого     и         верно неравенство 

                   
         . 

 
Лемма 5 доказана для    в [3, 8], а при произвольном   доказана в [19]. 
Каждое ненулевое рациональное число           можно записать в виде 

    

              при некотором    . Определим р-адическую норму числа 

                 
             

  

Для любых       справедливо равенство                 , неравенство 

                             (7) 

и если          , то 

                            (8) 
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Таким образом, введенную норму называют неархимедовой в отличие от 
архимедовой нормы     – модуль  . Отметим справедливость неравенства 

          . 

Пополнение поля рациональных чисел по архимедовой норме приводит к 
полю действительных чисел  , а по неархимедовой норме (7), (8) – к полю  
р-адических чисел   . Каждый элемент      может быть единственным 
образом записан в виде  

                       
   . 

При неотрицательном   имеем        и число   называется целыми  
р-адическим числом. Множество целых р-адических чисел образует кольцо. 
Для многочлена      с целыми коэффициентами     и корнями 
           обозначим через      величину 

                          
 , 

которую назовем дискриминантом полинома     . 
В действительном случае дискриминант – это целое число, равное 0, тогда и 

только тогда, когда      имеет кратные корни.  
Для       обозначим через  

                                         (9) 

В [16] доказано, что  

                          
              (10) 

В [20], что для любого     и         верно неравенство 

            
 
          . 

Таким образом при        

    
 
               

 
      

Верхняя оценка в (9, 10) была доказана методами метрической теории 
диофантовых приближений. 

В данной статье мы обобщаем верхнюю оценку в (10) на поле р-адических 
чисел. 

Теорема 6. Для любого     и         справедливо неравенство 

              
 
                (11) 

где множество          состоит из полиномов третьей степени, для которых 
верно неравенство 

                     
 
    (12) 
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Доказательство теоремы. 
Случай больших   . 
Покроем цилиндр      объединением цилиндров 

                        
   . 

Три корня          полинома       упорядочим следующим образом: 

                                            ,              (13) 

при необходимости корни меняем местами. Если выполняется неравенство, проти-
воположное (13), то существуют тройки                                      
      и цилиндр   , которому принадлежит не менее     

 
  троек        с 

условием 

             
         

 
  . (14) 

Неравенство (14) по лемме выполняется для некоторых неприводимых 
полиномов               Рассмотрим результант полиномов  

                                      (15) 

в поле р-адических чисел.  
Так как 

                                 
      

                             
                               

то (15) можно записать в виде  

                      
                       . 

Заметим, что полиномы      на данном этапе можно считать неприводимы-
ми, так как количество неприводимых полиномов можно оценить: 

                  . 

Для доказательства теоремы 6 проведем классификацию корней из алгеб-
раического замыкания    поля p-адических чисел   . Пусть выполнено нера-
венство, противоположное формулировке теоремы 6. Представим цилиндр   в 
виде объединения цилиндров    с мерой Хаара   , равной        . Пусть на одном 

из таких цилиндров    окажется не менее    
 
   

 
  полиномов      с 

дискриминантами      такими, что                . Разложим эти полиномы 
на цилиндре    в ряд Тейлора в окрестности корня   . В итоге получим не менее 

   
 
      

      полиномов     , удовлетворяющих неравенствам 

                      
 
 . (16) 
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Применим к полиномам (16) принцип ящиков Дирихле, чтобы уменьшить 
степени       до второй и первой соответственно. Если среди новых полиномов 
окажутся полиномы       без общих корней, то применим к ним следующую 
лемму. 

Лемма 6. Пусть целочисленные полиномы              , не имеют в 
цилиндре   меры Хаара           общих корней. Пусть 

   
   

                               . 

Тогда при любом     и         справедливо неравенство 

                  
        . 

Для неприводимых полиномов       лемма приводит к противоречию. 
Приводимые полиномы       второй степени разложим на линейные множители 

                      . 

Поскольку мы можем точно оценить как сверху, так и снизу меры множеств 
    , для которого верны неравенства                          , то 
получим для       неравенства, которые приведут к противоречию. 

 
Заключение 

Доказанная теорема улучшила результаты, полученные ранее при исследо-
вании проблемы диофантовых приближений на поле р-адических чисел, а 
методика доказательства имеет перспективы для дальнейшего развития и 
получения более сильных оценок. 
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ОЦеНКА тОЧНОстИ РАсЧетА КОЭФФИЦИеНтА 
ПРОПУсКАНИЯ И РАДИУсА УзКОГО ПУЧКА ИзЛУЧеНИЯ 

В БИНАРНОЙ мАРКОВсКОЙ смесИ 

м. с. Носкова
кандидат физико-математических наук 
Могилевский государственный университет имени А. А. Кулешова

В работе проводится сравнительный анализ результатов расчета пространствен-
ного распределения освещенности в бинарной марковской смеси аналитическим методом, 
основанным на малоугловом приближении, и методом численного моделирования Мон-
те-Карло.

Расчеты, проведенные обоими методами, дают близкие в количественном отноше-
нии результаты для бинарных марковских смесей с разными оптическими параметрами, 
и демонстрируют одни и те же закономерности по сравнению с переносом излучения в 
эквивалентной однородной смеси. 

Ключевые слова: стохастический перенос излучения, бинарная марковская смесь, ма-
лоугловое приближение, численное моделирование, метод Монте-Карло.

Введение
Перенос излучения в стохастических неоднородных рассеивающих средах – 

одно из актуальных направлений современной оптики, широко применяемое для 
решения научных и практических задач. 

Основная цель теории стохастического переноса излучения – установить связь 
между статистическими характеристиками параметров среды и статистическими 
характеристиками полей излучения [1–9].

Распространенным вариантом стохастической среды является случайно-неодно-
родная смесь (СНС) – среда, состоящая из несмешивающихся компонент, с разными 
оптическими характеристиками [6, 7]. Линейные размеры участков пространства, за-
нимаемых компонентами (хорды компонент), являются случайными величинами.

Рисунок 1 – Схематическое изображение разорванной облачности

© Носкова М. С., 2024
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В атмосферной оптике двухкомпонентной СНС является разорванная облач-
ность (Рис. 1): пересекающий ее фотон (кривая АБ) проходит сквозь чередующи-
еся участки облаков (компонента i=1) и межоблачного пространства (компонента 
i=2). Внутренняя структура каждой из компонент считается однородной. Стоха-
стичность задачи проявляется только в статистике распределения облачного поля, 
т. е. в вероятности присутствия в данной точке облака или ясного неба.

Другие примеры СНС показаны на рис. 2, где 1 – биологические ткани, прони-
занные мелкими кровеносными сосудами; 2 – легочная ткань; 3 – бетонная защита 
ядерных реакторов; 4 – кипящая вода как теплоноситель в ядерных реакторах. 

Рисунок 2 – Примеры случайно неоднородных смесей

При решении любой физической задачи наиболее ценным результатом явля-
ется аналитическое решение, однако, строгие аналитические решения стохасти-
ческого уравнения переноса с произвольной статистикой существуют лишь для 
некоторых частных случаев [6, 7, 10–12].

Поэтому большой интерес представляет разработка приближенных методов 
описания стохастического переноса, базирующиеся на аналитическом усреднении 
и зависящих от небольшого количества входных параметров.

Постановка задачи 
Стационарное уравнение переноса излучения в среде имеет вид [1]: 

               ,,
4

,,
4

rrrrrrr BdfIII 






 , (1) 

где  ,rI  – интенсивность излучения в точке r  в направлении, определяемом 
единичным вектором  ,  
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zyx  kji  – оператор градиента, i , j , k  – единичные векторы 
декартовой системы координат,  r  – показатель рассеяния,      rrr   k  – по-
казатель экстинкции,  rk  – показатель поглощения, 

 r f  – индикатриса рассеяния, функция, описывающая вероятность из-
менения направления движения фотона из   в   при однократном рассеянии, 

 ,rB  – функция источников.  
Одна из распространенных моделей случайно-неоднородной смеси с произ-

вольным размером неоднородностей – бинарная марковская смесь (далее 
БМС) – среда, состоящая из двух несмешивающихся веществ (компонент), слу-
чайным образом распределенных в пространстве, каждое из которых имеет свои 
оптические характеристики [12–15]. 

Чередование компонент 1 и 2 вдоль произвольной прямой, проходящей 
сквозь слой БМС, представляет собой Марковский дискретный случайный про-
цесс. Линейные размеры областей пространства, занимаемых компонентами, – 
случайные величины, распределенные по экспоненциальному закону: 
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где )( ii s  – функция плотности вероятности случайной величины is , характери-
зующей линейные размеры участков пространства, занимаемых i -й компонентой 
смеси вдоль направления распространения пучка ( i – индекс, указывающий номер 
компоненты), il  – среднее значение is  (средние хорды компонент). Внутренняя 
структура каждой из компонент считается однородной.  

 
В БМС уравнение переноса (1) превращается в систему двух связанных ин-

тегро-дифференциальных уравнений: 
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где  ,riI  – условное значение интенсивности в компоненте i ,  

i , i  – соответственно показатели рассеяния и ослабления i-й компоненты, 
  ;if  – индикатриса рассеяния i-й компоненты, 

il  – средние хорды компонент,  

 21 ll
lp i

i 
  – вероятность нахождения компоненты i  в произвольной точке объ-

ема, занимаемого БМС, 
 ,riB  – функции источников.  
 

Среднее значение интенсивности излучения в БМС определяется как 
 

       ,,, 2211 rrr IpIpI  . (4) 
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Марковская модель позволяет создавать удобные для практического приме-
нения алгоритмы расчета усредненных характеристик излучения, используя не-
большое число параметров. 

В работах [13, 14] система (3) решалась аналитически в случае изотропной 
индикатрисы рассеяния. Однако многие природные среды, в том числе атмосфер-
ная облачность, имеют вытянутую индикатрису рассеяния, что позволяет приме-
нять к ним малоугловое приближение и метод преобразования Фурье [1–3]. 
В рамках данного приближения можно получить некоторые интегральные харак-
теристики излучения в аналитическом виде [16–21], что дает возможность для 
анализа закономерностей переноса излучения в стохастических средах.  

Необходимым элементом формирования физической модели является опре-
деление ее области применимости. В работе [22] проводится качественная оценка 
применимости модели БМС для описания стохастического переноса излучения. 
Показано, что фрактальная размерность БМС совпадает с фрактальной размерно-
стью многих природных сред, что говорит о широкой области применимости дан-
ной модели. 

Хотя малоугловое рассеяние само по себе с высокой степенью точности соот-
ветствует принципу причинности, лежащему в основе марковских процессов, по-
лученные в его рамках нуждаются в дополнительной проверке. 

Цель настоящей работы – оценить точность аналитического метода описа-
ния переноса излучения, основанного на малоугловом приближении [13–17] с по-
мощью метода численного моделирования Монте-Карло.  

 
Результаты, полученные в рамках модели БМС 

С помощью стандартных приближений малоугловой теории [1–3] в работах 
[16–20] получены аналитические выражения для пространственных моментов ос-
вещенности угловых моментов интенсивности. 

Пусть узкий азимутально-симметричный пучок падает перпендикулярно пло-
ской границе БМС, как показано на рис. 1. Ось z декартовой системы координат 
совпадает с осью пучка, плоскость x y совпадает с границей БМС. 

В этом случае пространственные моменты освещенности  z,y,xE  для одно-
родной среды определяются следующим образом:  

    , , ,n k
nkM z x y E x y z dxdy

 

 

    (5) 

   
4

, , , , ,zE x y z I x y z d


     – освещенность в точке  z,y,x  на плоскости constz  . 
Усредненное значение пространственных моментов для БМС 

          zMpzMpzM nknknk
2

2
1

1  , (6) 

где      , ,i n k
nk iM z x y E x y z dxdy

 

 

    – средние значения пространственных моментов 

освещенности    
4

, , , , ,i z iE x y z I x y z d


     при условии, что точка  z,0,0  нахо-
дится в компоненте i . 
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Наибольший интерес представляют моменты первых порядков. Момент нуле-
вого порядка 00M  определяет среднее значение энергии, переносимой узким пуч-
ком единичной мощности в среде через плоскость z = const, или средний коэффи-
циент пропускания БМС: 

    zMzKB 00 . (7) 

Квадратные корни из отношения пространственных моментов освещенности 
второго порядка к нулевому моменту определяют усредненное значение радиуса 
пучка в плоскости constz  . 

      
 

20 02

00

.B

M z M z
R z

M z


  (8) 

Более подробно формулы для расчетов среднего коэффициента пропускания 
БМС и среднего радиуса узкого пучка излучения представлены в [21]. 

 
Моделирование методом Монте-Карло 

Метод Монте-Карло является универсальным для решения стохастических 
задач. В этой области значительные успехи достигнуты, например, при описании 
распространения солнечного излучения в кучевой облачности [23–28]. Тем не ме-
нее, для выявления основных закономерностей стохастического переноса необхо-
димо проводить вычисления для большого числа реализаций статистики. Поэтому 
численные и аналитические методы при создании теории стохастического перено-
са должны дополнять друг друга. 

Моделирование проводилось на основе методов, приведенных в [29].  
БМС рассматривается как одномерная стохастическая среда, состоящая из че-

редующихся плоских слоев случайной толщины, занимаемых первой или второй 
компонентами. В области применимости малоуглового приближения, зависимость 
переноса излучения от размера неоднородностей в направлении, перпендикулярном 
оси пучка, минимальна, что и оправдывает переход к одномерной модели. 

Излучение падает на плоскую поверхность среды вдоль ее нормали, ось z де-
картовой системы координат совпадает с осью пучка, плоскость x y совпадает с 
границей БМС. Малоугловое рассеяние моделировалось с использованием ап-
проксимации Хеньи-Гринстейна [30].  

Пучек считается бесконечно узким и мононаправленным, координаты точки 
входа фотонов в БМС (0, 0, 0), а начальное значение координат единичного векто-
ра, определяющего направление движения, (0, 0, 1).  

Порядок чередования компонент и толщина слоев, занимаемых первой и вто-
рой компонентами смеси, разыгрывался для каждого фотона отдельно, по мере его 
прохождения сквозь слой среды. Данный метод дает высокую степень усреднен-
ности результатов. 

Траектории фотонов в горизонтальном направлении ограничены условием: 

2 2 8 .x y H   

Количество фотонов, отсеянных данным условием, составляет менее 0,5%. 
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Коэффициент пропускания рассчитывался как отношение числа фотонов на 
выходе из слоя среды к числу фотонов на входе. Радиус пучка рассчитывается по 
координатам точек выхода фотонов из среды. 

Алгоритм и процедура расчета коэффициента пропускания БМС может быть 
легко адаптирована для расчета коэффициентов пропускания стохастических сред 
с произвольной статистикой [22]. 

 
Численные расчеты 

Чтобы показать влияние стохастичности среды на перенос излучения, в рабо-
те производится также расчет коэффициента пропускания и радиуса пучка эквива-
лентной однородной смеси.  

Эквивалентная однородная смесь – среда, в которой компоненты, составляю-
щие БМС, не разделены, а перемешаны равномерно.  

При расчетах использованы безразмерные оптические параметры:  
2211 pp    – средний коэффициент экстинкции, z   – оптическая глубина 

слоя, iii   – вероятности выживания фотона в единичном столкновении, i  – 
средние косинусы углов рассеяния, ii ll 

~  – безразмерные средние хорды компо-
нент,  ii 

~  – величины относительных флуктуаций показателей ослабления. 
Каждое значение рассчитано для 100000 фотонов.  
На рис. 3 и рис. 4 показаны результаты расчетов коэффициента пропускания 

 BK  и радиуса пучка  zRB  в БМС с параметрами разорванной облачности, в ко-
торой компонентой-1 является облако, компонентой-2 – межоблачная среда. Меж-
облачные промежутки заполнены теми же частицами, что и облака, но со значи-
тельно меньшей концентрацией.  

Оптические параметры разорванной облачности: 
облако: 95.1~

1  ,  9.01  ,  95.01  , 
межоблачная среда: 05.0~

2  ,  9.02  ,  95.02  . 

 
Рисунок 3 – Зависимость коэффициента пропускания от оптической глубины слоя  

в разорванной облачности. 
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На рис. 3 результаты расчетов коэффициента пропускания разорванной об-
лачности (а) – аналитическое решение (7); (б) – метод Монте-Карло.  

Кривая 1 на (а) и (б) представляет  ОK  – значение коэффициента пропуска-
ния эквивалентной однородной смеси (для разорванной облачности), оно же пре-
дельное значение  BK  при 021 l~,l~ .  

Кривые 2, 3, 4 на (а) и (б) представляют  BK  при 1~~
21  ll , 4~~

21  ll , 
16~~

21  ll  соответственно. 
Кривая 5 на (а) это  K  – предельное значение  BK  при 21 l~,l~ . Физиче-

ски этот предел соответствует случаю, когда половина неба занята мощным обла-
ком, а вторая половина свободна. В данной статье эта ситуация методом Монте-
Карло не рассчитывалась. 

Оба метода расчета дают количественно близкие результаты и показывают, 
что коэффициент пропускания разорванной облачности заметно превышает коэф-
фициент пропускания эквивалентной однородной смеси. Это соответствует тому 
факту, что для фотона, пролетающего сквозь стохастическую смесь, вероятность 
испытать столкновение с частицей и при этом поглотиться или рассеяться всегда 
ниже, чем в однородной смеси. 

 
Рисунок 4 – Зависимость радиуса пучка излучения от оптической глубины слоя 

в разорванной облачности. 
 

На рис. 4 показаны результаты расчетов радиуса пучка излучения в разорван-
ной облачности: (а) – аналитическое решение (8); (б) – расчет методом Монте-
Карло.  

Кривая 1 на (а) и (б) представляет  ОR  – значение коэффициента пропуска-
ния эквивалентной однородной смеси соответствующее разорванной облачности, 
т. е. предельное значение  BR  при 021 l~,l~ .  

Кривые 2, 3, 4 представляют  BR  при 1~~
21  ll , 4~~

21  ll , 16~~
21  ll  соответст-

венно. 
Кривая 5 представляет  R  – предельное значение  BR  при 21 l~,l~ . Мето-

дом Монте-Карло не рассчитывалось. 
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Аналитические расчеты на рис. 4 (а) показывают, что в БМС модели разо-
рванной облачности радиус пучка заметно меньше, чем в соответствующей экви-
валентной однородной смеси.   

Расчеты по методу Монте-Карло на рис. 4 (б) дают более сложную картину на 
оптических глубинах меньших  = 5, но при  > 5 радиус пучка в БМС демонстри-
рует такую же зависимость, что и в аналитической модели на рис. 4 (а). 

Оба метода расчета показывают, что с ростом оптической глубины радиус 
пучка в разорванной облачности заметно меньше, чем в эквивалентной однород-
ной смеси. Этот результат также подтверждает, что в стохастической смеси рассе-
янных фотонов меньше, чем в эквивалентной однородной смеси, и они реже испы-
тывают столкновения с рассеивающими частицами. 

На рис. 5 и рис. 6 показаны результаты расчетов коэффициента пропускания 
 BK  и радиуса пучка  zRB  в модельной БМС, в которой компонента-1 – оптиче-

ски плотная и сильнопоглощающая, компонента-2 – разреженная и сильнорассеи-
вающая. Подобными оптическими параметрами могут обладать облака дыма или 
вулканические облака [8]. 

Оптические параметры дымовой облачности: 
облака дыма: 6.1~

1  ,  101 . ,  9901 . ; 
межоблачная среда: 4.0~

2  ,  902 . ,  902 . . 

 
Рисунок 5 – Зависимость коэффициента пропускания от оптической глубины слоя  

в дымовой облачности 
 

На рис. 5 показаны результаты расчетов коэффициента пропускания дымовой 
облачности (а) – аналитическое решение (7); (б) – метод Монте-Карло. 

Кривая 1 на (а) и (б) представляет  ОK  – значение коэффициента пропуска-
ния эквивалентной однородной смеси (для дымовой облачности), – предельное 
значение  BK  при 021 l~,l~ .  

Кривые 2, 3, 4 на (а) и (б) представляют  BK  при 1~~
21  ll , 4~~

21  ll , 
16~~

21  ll  соответственно. 
Кривая 5 на (а) это  K  – предельное значение  BK  при 21 l~,l~ . Методом 

Монте-Карло не рассчитывалось. 
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Оба метода расчета показывают, что коэффициент пропускания дымовой об-
лачности в несколько раз превышает коэффициент пропускания соответствующей 
эквивалентной однородной смеси, и дают количественно близкие результаты. 

 
Рисунок 6 – Зависимость радиуса пучка излучения от оптической глубины слоя  

в дымовой облачности 
 

На рис. 6 показаны результаты расчетов радиуса пучка излучения в дымовой 
облачности: (а) – аналитическое решение (8); (б) – метод Монте-Карло.  

Кривая 1 на (а) и (б) представляет  ОR  – значение коэффициента пропуска-
ния эквивалентной однородной смеси, – значение  BR  при 021 l~,l~ .  

Кривые 2, 3, 4 соответственно  BR  при 1~~
21  ll , 4~~

21  ll , 16~~
21  ll . 

Кривая 5 представляет  R  – предельное значение  BR  при 21 l~,l~ . Мето-
дом Монте-Карло не рассчитывалось. 

Результаты расчетов, проведенных как аналитическим методом, так и мето-
дом Монте-Карло показывают, что средний радиус пучка излучения в дымовой 
облачности значительно превышает средний радиус пучка излучения в соответст-
вующей эквивалентной однородной смеси для всех значений оптической глубины 
слоя. 

Это объясняется тем, что в компоненте-1 (дымовые облака) оптически плот-
ной и сильнопоглощающей рассеивается небольшое количество фотонов, да и те 
быстро поглощаются, не успев перейти в разреженную компоненту-2. Таким обра-
зом, подавляющее большинство рассеянных фотонов в данной БМС происходит 
из компоненты-2 (межоблачная среда), разреженной и сильнорассеивающей. 

 
Заключение 

Результаты расчетов методом Монте-Карло, приведенные на рис. 3–6 показы-
вают, что аналитический метод, основанный на малоугловом приближении, дает 
вполне адекватное описание переноса излучения в стохастической среде, соответ-
ствующей параметрам бинарной марковской смеси. 
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Предложенный подход позволяет быстро рассчитывать пространственно-угло-
вое распределение интенсивности в БМС и передаточные характеристики БМС, 
дает возможность исследовать их зависимость от оптических параметров БМС и 
размера средних хорд компонент.

Таким образом, малоугловая модель БМС, являясь сравнительно простой и на-
глядной, позволяет учитывать ряд эффектов, вызванных стохастичностью среды, и 
может служить основой для разработки алгоритмов описания переноса излучения 
в средах с произвольным уровнем пространственных флуктуаций.
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noskova m. s. eStiMation oF the aCCuraCy oF CalCulating 
THE TRANSMITTANCE COEFFICIENT AND RADIUS OF A NARROW 
RADIATION BEAM IN A BINARY MARKOV MIXTURE

The work provides a comparative analysis of the results of calculating the spatial distribution 
of radiation in a binary Markov mixture using the analytical method based on a small-angle 
approximation and the Monte Carlo numerical simulation method.

The calculations carried out by both methods give quantitatively similar results for binary 
Markov mixtures with different optical parameters, and demonstrate the same patterns compared 
to radiative transfer in an equivalent homogeneous mixture.

Keywords: stochastic radiative transfer, binary Markov mixture, small-angle approximation, 
numerical simulation, Monte carlo method.
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In the present paper, we consider applications of the Majorana – Oppenheimer matrix 
complex formalism in Maxwell electrodynamics. First we detail this approach in the vacuum case, also 
we develop this technics in presence of any nonuniform and anisotropic media. After that we generalize 
this approach to Riemannian space-time, for the vacuum case and in presence of any media. We specify 
two simple examples: the non-uniform anisotropic media of special type, and the medium which is non-
uniform along the axis z, both of them can be simulated completely by Riemannian geometry.

Keywords: Maxwell equations, Majorana – oppenheimer formalism, anisotropic media, 
constitutive relations, riemannian geometry, simulating the media.

introduction
special relativity arose from the study of the symmetry properties of the Maxwell 

equations: lorentz [1], Poincare [2], einstein [3], Minkowski [4]. analysis of the Max-
well equations with respect to lorentz transformations was the first object of relativity 
theory [5]. after discovering the relativistic equation for a particle with spin 1/2 by 
Dirac [6], much work was done to study spinors and vectors within the lorentz group: 
Möglich [7], ivanenko – landau [8], neumann [9], Van der Waerden [10], juvet [11]. it 
was shown that any quantity which transforms linearly under lorentz transformations 
is a spinor of some rank, so the spinors may be considered as fundamental quantities for 
the field theory. The spinor formulation of Maxwell equations was studied by laporte 
and uhlenbeck [12], see also rumer [13]. in 1931, Majorana [14] and oppenheimer 
[15] have proposed a new matrix equation for the Maxwell theory which is similar to 
the Dirac equation. Before Majorana and oppenheimer, the important study was done 
by silberstein [16]; he showed the possibility of formulating the Maxwell equations in 
the terms of complex 3-vector entities as well. silberstein in his second paper [17] wrote 
that the complex form of the Maxwell equations had been known before; he refers to the 
second volume of the lecture notes on the differential equations of mathematical physics 
by riemann which were edited and published by h. Weber in 1901 [18]. This fact was 
noted by Bialynicki-Birula [19].

© Kuzmich a. M., Bury a. V., ovsiyuk e. M., 2024
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The analogy between the effects of curved space-time geometry and the matter 
equations in electrodynamics has attracted attention in recent years [20–29].  

in the present paper, first we formulate the Majorana – oppenheimer approach in 
electrodynamics in the vacuum case and cartesian coordinates. Then we extend this 
approach to arbitrary nonhomogeneous anisotropic media. at this we need to introduce two 
complex 3-vector variables. in this way, the matrix complex form of the electrodynamics in 
arbitrary media arises. after that we generalize this approach to riemannian space-time, 
for the vacuum case and in presence of any media. We specify in detail the structure of the 
Maxwell equations in any anisotropic and nonhomogeneous media, on the background of 
riemannian space-time. We specify in detail one simple example for a medium which is 
nonhomogeneous along the axis z. also we discuss a special class of media that may be 
simulated by riemannian geometry. 

 
Majorana – Oppenheimer formalism in electrodynamics 

 
let us start with the Maxwell equations in media: 

 0
0

= 0 , = , = , = .cdiv c rot div rot c c
ct ct

   
 
 

B EB E E B J  (1) 

first we detail the vacuum case 

 0
0

= 0, = , = , = .cdiv c rot div rot c c
ct ct

  
 
 

B EB E E B J  (2) 

With notations 2
0 0= ( , / ), =1/aj J c c  , the last equations may be presented shorter:  

 
0 0

= 0, = , = , = .c jdiv c rot div rot c
ct ct

 
 
 

B EB E E B  (3) 

in explicit component form they read: 
 

 

1 2 3 3 2 1
1 2 3 2 3 0

1 3 2 2 1 3
3 1 0 1 2 0

1 2 3 0 3 2 1 1
1 2 3 0 2 3 0 0

1 3 2 2 2 1 3 3
3 1 0 0 1 2 0 0

= 0, = 0,
= 0, = 0,

= / , = / ,
= / , = / .

cB cB cB E E cB
E E cB E E cB
E E E j cB cB E j
cB cB E j cB cB E j

        
       
       
     

 (4) 

 
let us introduce the complex variable ψk=Ek+icBk, k=1,2,3; then the 8 real equations (4) 
may be combined into 4 complex ones: 
 

 
1 0 3 0 1 3 2 1

1 2 3 0 0 2 3 0
2 1 3 2 3 2 1 3

0 3 1 0 0 1 2 0

= / , ( ) = / ,
( ) = / , ( ) = / .

j i i j
i i j i i j

  
     

          
         

 (5) 

 

These equations may be presented in the matrix form: 
 

 

0

1 1

0 2 2
0

3 3

0
1( ) = , = , = ,j

j

j
i j

i J J
i j
i j







       (6) 
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where 4-dimensional matrices are specified by the formulas: 

 1 2 3

0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0

= , = , = ,
0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0

  
 

 
 

 

these matrices possess simple algebraic properties: 

 
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 3

2 3 3 2 1 3 1 1 3 2

( ) = , ( ) = , ( ) = , = = ,
= = , = = .

I I I       
         
   

 
 (7) 

 
Matrix form of the Maxwell theory in arbitrary media 

 
according to Minkowski approach [4], in presence of any medium, we should use two 

electromagnetic tensors, fab and Hab and two subsystems (without sources and with 
sources): 

 0

0

, = 0, = 0,
, = , / = ;

ab

ab

F div c rot
H div rot c j

 
 

B B E
D D H

 (8) 

they transform independently by as antisymmetric tensors under the lorentz group. To 
these tensors fab and Hab, there correspond different complex vectors: 

 
0

1 ( )( ) = ( ) ( ), ( ) = ( ( ) ).xx x ic x x x i
c

 
Hf E B h D  (9) 

By this reason, in the Majorana – oppenheimer approach we should use two sets of the 
matrices αi and βi, and two field functions. it should be mentioned that the vectors f(x) and 
h(x) transform as 3-vectors under the complex rotation group SO(3.C), the last is 
isomorphic to the real lorentz group SO(1.3). 

for homogeneous isotropic medium, the constitutive relations have the form 

0
0

1= , = .


D E h B  for inhomogeneous and anisotropic media, the constitutive 

relations become more complicated (for simplicity we assume that the matrices 
( ), ( )ij ijx x  are digonal): 

 0
0 0

( )1= ( ) , = ,
( )

ij
i ij j i j j

ij

x
D x E H B B

x


  
  (10) 

where 3-dimensional matrices ( ), ( )ij ijx x  are tensors of dielectric and magnetic 
permittivities. instead of the component form, we will apply the matrix notations: 
 

 0
0

ˆ( )ˆ( ) = ( ) ( ), ( ) = ( );xx x x x x


D E h B  (11) 

recall that x=(x0=ct,x,y,z). The matrices ˆ( )x  and ˆ( )x  are defined as follows: 
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1 1

1
2 2

3 3

( ) 0 0 ( ) 0 0
ˆ ˆˆ( ) = 0 ( ) 0 , ( ) = 0 ( ) 0 = ( ).

0 0 ( ) 0 0 ( )

x x
x x x x x

x x


  



  (12) 

 
Below we will take into account the constitutive relations: 
 

 ˆˆ( ) = ( ) ( ), ( ) = ( ) ( ) ( ) ( ).x x ic x x x x i x c x f E B h E B  (13) 
 

the Maxwell equations in such media may be presented in the complex form as 
follows: 

 

 0
0 0 0 0 0

1 /( ) = , ( ) ( ) = .c idiv i c i ic rot i     
D D HB B E j  (14 

 
it is convenient to apply the complex quantities: 

 
* *

= , = ;
2 2
 h f h fm n  (15) 

they transform as different representations under the group SO(3.C): M′=OM, n′=O*n. 
for euclidean rotations we have O*=O; for lorentzian rotations we have O*=O-1.  

in the defining formulas (15), let us take into account the constitutive relations (13), so 
we get: 

 1 ˆˆ= = (1 ( )) ( ) (1 ( )) ( );
2 2 2

ix x x c x
  

h fm E B  (16) 

 
* * 1 ˆˆ= = (1 ( )) ( ) (1 ( )) ( ).

2 2 2
ix x x c x

   
h fn E B  (17) 

in M, N-notations, Maxwell equations (14) may be presented shorter: 

 0 0
0 0

1= , = ;idiv div i rot i rot      m n m m n n j  (18) 

in the matrix notations they take the form: 

 0 0
0

0 0 1( ) ( ) = , = , = , = .i i
i ii M i N J M N J

i


         
m n j

 (19) 

Matrices βi are specified by the formulas: 

 1 2 3

0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0

= , = , = ;
0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0

  
 

 
 

 (20) 

algebraic properties of all 6 matrices are: 
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1 2 2 2 3 2

1 2 2 1 3 2 3 3 2 1 3 1 1 3 2

1 2 2 2 3 2

1 2 2 1 3 2 3 3 2 1 3 1 1 3 2

( ) = , ( ) = , ( ) = ,
= = , = = , = = ,

( ) = , ( ) = , ( ) = ,
= = , = = , = = ;

I I I

I I I

  
              
  
              

  
     
  
     

 (21) 

 
these two matrix sets commute with each other, αkβl=βlαk. 

in the nonuniform and anisotropic media, the quantities M and n are specified as: 
 

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

(1 ) (1 )
1 1ˆˆ= (1 ( )) ( ) (1 ( )) ( ) = (1 ) (1 ) ,
2 2 2 2

(1 ) (1 )

(1 ) (1 )
1 1ˆˆ= (1 ( )) ( ) (1 ( )) ( ) = (1 ) (1 ) .
2 2 2 2

(1 ) (1 )

E cB
i ix x x c x E cB

E cB

E cB
i ix x x c x E cB

E cB


 




 



 
     

 

 
       

 

m E B

n E B

 (22) 

in explicit form, equation (19) reads: 

 

1 1 1 2 2 2 3 3 3 0

0 1 1 3 2 2 2 3 3 1 0

3 1 1 0 2 2 1 3 3 2 0

2 1 1 1 2 2 0 3 3 3 0

( ) ( ) ( ) = / ,
( ) ( ) ( ) = / ,

( ) ( ) ( ) = / ,
( ) ( ) ( ) = / .

M N M N M N
i M N M N M N i j

M N i M N M N i j
M N M N i M N i j

       
       
      
       

  (23) 

Taking into account expressions for components of the vectors: 
 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1= (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) = ,
2 2 2 2

i iM N E cB E cB E icB           

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1= (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) = ,
2 2 2 2

i iM N E cB E cB E i cB            

2 2 2 2 2 3 3 3 3 3= , = ,M N E icB M N E icB      

2 2 2 2 2 3 3 3 3 3= , = ,M N E i cB M N E i cB      
 
we can rewrite equations (23) as follows: 
 

 

1 1 1 2 2 2 3 3 3 1 1 2 2 3 3 0

0 1 2 3 3 3 2 2 1 0

0 2 3 1 1 1 3 3 2 0

0 3 1 2 2 2 1 1 3 0

[ ] [ ] = / ,
[ ] = / ,
[ ] = / ,
[ ] = / .

E E E i cB cB cB
cB i cB i cB i j
cB i cB i cB i j
cB i cB i cB i j


 
 
 

          
    
    
    

 (24) 

let us write down equations conjugated to (24): 

 

1 1 1 2 2 2 3 3 3 1 1 2 2 3 3 0

0 1 2 3 3 3 2 2 1 0

0 2 3 1 1 1 3 3 2 0

0 3 1 2 2 2 1 1 3 0

[ ] [ ] = / ,
[ ] = / ,
[ ] = / ,
[ ] = / .

E E E i cB cB cB
cB i cB i cB i j
cB i cB i cB i j
cB i cB i cB i j


 
 
 

          
     
     
     

 (25) 
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summing corresponding equations from (24) and (25), we obtain: 

 1 1 1 2 2 2 3 3 3 2 3 3 2 0 1
0

3 1 1 3 0 2 1 2 2 1 0 3

1= , [ ] = 0,

[ ] = 0, [ ] = 0;

E E E E E cB

E E cB E E cB

        

       
 (26) 

similarly after subtracting corresponding equations we get: 

 
1 1 2 2 3 3 0 1 1 2 3 3 3 2 2 1

0

0 2 2 3 1 1 1 3 3 2 0 3 3 1 2 2 2 1 1 3
0 0

1= 0, [ ] = ,

1 1[ ] = , [ ] = .

B B B E cB cB j

E cB cB j E cB cB j

 

   

        

       
 (27) 

as expected, there arise two groups of equations for real variables: 

 1 1 2 2 3 3 2 3 3 2 0 1

3 1 1 3 0 2 1 2 2 1 0 3

= 0, = 0,
= 0, = 0;

B B B E E cB
E E cB E E cB

     
     

 (28) 

and 

 
1 1 1 2 2 2 3 3 3 0 1 1 2 3 3 3 2 2 1

0 0

0 2 2 3 1 1 1 3 3 2 0 3 3 1 2 2 2 1 1 3
0 0

1 1= , [ ] = ,

1 1[ ] = , [ ] = ;

E E E E cB cB j

E cB cB j E cB cB j

  

   

        

       
 (29) 

equations with sources may be presented differently: 

 

1 1 1 2 2 2 3 3 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3
0

1 0 1 3 2 3 2 3 2 0 1 1 2 3 3 3 2 2 1
0

2 0 2 1 3 1 3 1 3 0 2 2 3 1 1 1 3 3 2
0

0 3 3 1

1[ ] [( ) ( ) ( ) ] = ,

1[ ] [ ( ) ( ) ( ) ] = ,

1[ ] [ ( ) ( ) ( ) ] = ,

[ ( ) (

E E E E E E

E c B cB E cB cB j

E cB cB E cB cB j

E



   

   



          

            

            

    2 2 2 1 1 3 0 3 2 1 2 1 2 1 3
0

1) ( ) ] [ ( ) ] = .cB cB E cB cB j          

 (30) 

Below, for brevity we will simplify the notation, cB→B. 
 

Simple examples 
 

let us restrict ourselves to the isotropic nonuniform media: 
 1 2 3 1 2 3( ) = ( ) = ( ) = ( ), ( ) = ( ) = ( ) = ( ),x x x x x x x x     (31) 

then equations with sources become simpler: 
 

 

31 2
1 1 2 2 3 3 1 2 3

0

0 32
0 1 2 3 3 2 1 3 2 1

0

0 3 1
0 2 3 1 1 3 2 1 3 2

0

0 1 2
0 3 1 2 2 1 3 2

1 1( ) ( ) ( ) = ,

1 1[ ] [ ] = ,

1 1[ ] [ ] = ,

[ ( ) ] [

E E E E E E

E B B E B B j

E B B E B B j

E B B E B




    

 
    

 
  

 
       

 
        

  
        

  
         1 3

0

1 1] = .B j
 

 (32) 
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With the use of notations: 

1 2 3 1 2 3 0
1 2 3 1 2 3 0

1 1 1 1 1 1 1= , = , = , = , = , = , = , = ,e e e b b b e
x x x x x x x

  
   

      


      
 (33) 

equations (32) may be written sorter: 

 

1 1 1 2 2 2 3 3 3
0

0 0 1 2 2 3 3 3 2 1
0

0 0 2 3 3 1 1 1 3 2
0

0 0 3 1 1 2 2 2 1
0

1 1( ( )) ( ( )) ( ( )) = ,

1 1( )( ( )) ( ( )) ( ( )) = ,

1 1( )( ( )) ( ( )) ( ( )) = ,

1 1( )( ( )) ( ( )) ( ( )) =

e x E e x E e x E

x e x E b x B b x B j

x e x E b x B b x B j

x e x E b x B b x B j









       

        

        

         3;

 (34) 

below we add equations without sources: 

 0 1 2 3 3 2 0 2 1 3 3 1

0 3 1 2 2 1 1 1 2 2 3 3

= 0, = 0,
= 0, = 0.

c B E E c B E E
c B E E B B B
      
     

 (35) 

in equations (34), the quantities 0( ), ( ), ( ), ( ), ( ),i ix x e x e x b x may be associated 
with some effective potentials, which are determined by the tensors of electric and 
magnetic permittivities. in order to simplify the problem, let us impose one additional 
constraint Δ(x)=1; this leads to ( ) = ( ), ( ) = ( )i ix x b x e x . for such media, the structure of 
equations with sources becomes much more simple: 

 

1 1 1 2 2 2 3 3 3
0

0 0 1 2 2 3 3 3 2 1
0

0 0 2 3 3 1 1 1 3 2
0

0 0 3 1 1 2 2 2 1 3
0

1 1( ) ( ) ( ) = ,

1 1( ) ( ) ( ) = ,

1 1( ) ( ) ( ) = ,

1 1( ) ( ) ( ) = .

e E e E e E

e E e B e B j

e E e B e B j

e E e B e B j

       

        

        

        

 (36) 

it should be noted that the media of the type ( ) = ( ), ( ) = ( )i ix x b x e x  related to eqs. 
(36) may be simulated by the riemannian geometry [30, 31]. 

now, let us consider another example: the non-uniform media anisotropic along the 
axis x3=z, and without sources. so we impose the following constraints: 

 1 2 3 1 2 3( ) =1, ( ) =1, ( ) = ( ), ( ) =1, ( ) =1, ( ) = ( ),x x x z x x x z     (37) 

then equations with sources become simpler: 

1 1 2 2 3 3 3 3 0 1 2 3 3 2 3 2
3 3

0 2 3 1 1 3 3 1 0 3 1 2 2 1
3

1 1+ + + ( ) = 0, +   ( ) = 0,
( ) ( )

1 = 0, = 0.

E E E z E E B B z B
z x

E B B B E B B


 


  

         

          
 (38) 
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in order to simplify the problem, let us impose one additional constraint 3 3= = ( );U z  
for such a media, the structure of the Maxwell equations becomes much more simple: 

1 1 2 2 3 3 3 1 1 2 2 3 3

1 2 3 3 2 2 2 3 1 1 3 1 3 1 2 2 1

1 2 3 3 2 2 1 3 3 1 3 1 2 2 1

= 0, = 0,

= 0, = 0, = 0,

= 0, = 0, = 0;

t t t

t t t

UE E E E B B B
U

U UE B B B E B B B E B B
U U

B E E B E E B E E


          

 
             

           

 (39) 

 
recall that we have made the change in notations, cBi → Bi, c∂0 = ∂t . it should be noted that 
the media with equations (39) may be simulated by the riemannian geometry [30, 31]. 
 

Maxwell equations in Riemannian space-time 
 

Maxwell equation in Minkowski space for the vacuum case: 
 

 0 0
0

0

0 1( ) = , = , = , =j
j J iI J

ic i


       
E B j

 (40) 

  
may be extended to an arbitrary riemannian space dS2 = gαβ(x)dxαdxβ. The new form of the 
main equation is based on the use of tetrad formalism, and the generalized form reads as 
follows: 
 

 
( ) ( ) ( )

( )[ ( )] ( ) = ( ),
1( ) = ( ), ( ) = ,
2

c ab
c a n

x A x x J x

x e x A x j e e


 

  
  



 

  


 (41) 

 

where eρ
(c)(x) stands for a tetrad; Aρ(x) is the so called connection; ∇ρ stands for the 

covariant derivative; jab designate generators of the 3-vector representation of the complex 
group SO(3.C), their explicit form is given in [31].  

This new equation (41) takes into account the influence of the external gravitational 
fields on Maxwell electrodynamics. Besides, it gives tools to study the Maxwell equations 
with the use of any curvilinear coordinates parameterizing the space-time, in Minkowsky 
space as well. equation (41) may be presented with the use of the ricci rotation coefficients: 
 

 ( ) ( ) ; ( ) ( )
1( ( ) ( )) ( ) = ( ), = .
2

c ab
c abc bac b a ce x j x x J x e e e  

         (42) 
 

This new equations (41), (42) are symmetric under the local lorenz group; this property 
correlates with the 6-parametric freedom in choosing the tetrad eα

(c)(x) at the fixed metrical 
tensor gαβ(x). 
 

Maxwell equations in Riemannian space in presence of media 
 

now we turn to the matrix form of the Maxwell equations in media, and extend it for an 
arbitrary riemannian space-time. We start with the equation in Minkovski space 

 0 0( ) ( ) ( ) ( ) = ( );i i
i ii M x i N x J x           (43) 
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its generalized form, consistent with requirements of General relativity, is 

 ( )( ( )) ( ) ( )( ( )) ( ) = ( ) ,x A x M x x B x N x J x 
          (44) 

two connections A(x) and Bρ=A*(x) correspond to different fields variables, M(x) and N(x). 
 

the constitutive relations in riemannian space-time 
 

let us turn again to the Maxwell equations in riemannian space-time 

 ( ) ( ) = ,A M B N J 
          (45) 

and take into account the above definitions: 

 

0

0 0

* *

0 0

1= , ( / ) = ,

1= = ( ) ( ) ,
2 2 2

1= = ( ) ( ) .
2 2 2

ic i c

i c
c

i c
c

 


  


  

E B f D h h

h f D Hm E B

h f D Hn E B

 (46) 

in more detailed form, the main equation (45) reads: 

 (0) 0 ( )
1 1( ) ( )
2 2

ab k ab
ab k abki e j M e j M 

           

 *
(0) 0 ( )

1 1( ) ( ) = ( ) .
2 2

ab k ab
ab k abki e j N e j N J x 

          (47) 

Below we will use the following notations (expressions for the spin matrices si are given in 
the [31]): 

 

(0) (0) ( ) ( )

1 2 3
23 01 31 02 12 03

* 1 2 3
23 01 31 02 12 03

01 02 03 23 31 12

( ) = , ( ) = ,
1 = ( ) ( ) ( ) ,
2
1 = ( ) ( ) ( ) ,
2
( , , ) = ( ), ( , , ) = ( ) , = 0,1,2,3 ,

k k

ab
abc c c c c c c

ab
abc c c c c c c

c c c c c a c c

e x e x

j s i s i s i

j s i s i s i

x x c

 
 

      

      

     

   

    

    

v p

 (48) 

the quantities vc(x) and pc(x) represent 24 ricci rotation coefficients.further, allowing for 
the constitutive relations, from (47) we get: 

 ( ) 0 (0) 0

0 01 1( ) ( )
ˆˆ(1 ) (1 )2 2

k k k
k k k  


       

 
sv sp sp sv

E B
 

( ) 0 (0) 0
0

0 01 1 1( ) ( ) = ,
ˆˆ( 1 ) (1 ) 02 2

k k k
k k k


  


       

  
sv sp sp sv

E B
 (49) 

 ( ) 0 (0) 0

0 01 1( ) ( )
ˆ ˆ(1 ) (1 )2 2

k k k
k k k  


       

 
sv sp sp sv

B E
 

( ) 0 (0) 0
0

0 0 01 1 1( ) ( ) = .
ˆ ˆ(1 ) ( 1 )2 2

k k k
k k k i

  


       
  

sv sp sp sv
B E j

 (50) 
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if we restrict ourselves to static metrics of the following diagonal structure (they not 
depend on the time variable): 

1
(1)11

2( )
(2)22

3
(3)33

1 0 0 01 0 0 0
0 ( ) 0 00 ( ) 0 0

( ) = , ( ) =
0 0 ( ) 00 0 ( ) 0
0 0 0 ( )0 0 0 ( )

a

e xg x
g x e x

e xg x
e xg x


 , (51) 

we get more simple equations: 
 

 

1 2 3
(1) 1 2 3 1 (2) 2 3 1 2 (3) 3 1 2 3

3 2
(3) 3 2 2 (2) 2 3 3 3 2 1 0 1

1 3
(1) 1 3 3 (3) 3 1 1 3 1 2 0 2

2 1
(2) 2 1 1 (1) 1 2 2 1 2 3 0 3

( ) ( ) ( ) = 0,

( ) ( ) ( ) = 0,

( ) ( ) ( ) = 0,

( ) ( ) ( ) = 0,

e p p B e p p B e p p B

e p E e p E p p E B

e p E e p E p p E B

e p E e p E p p E B

          

         

         

         

 (54) 

 

1 2 3
(1) 1 2 3 1 1 (2) 2 3 1 2 2 (3) 3 1 2 3 3

0

3 2 1
(3) 3 2 2 2 (2) 2 3 3 3 3 2 1 1 0 1

0

1 3 2
(1) 1 3 3 3 (3) 3 1 1 1 3 1 2 2 0 2

0

2
(2) 2 1 1 1 (1

( ) ( ) ( ) = ,

( ) ( ) ( ) = ,

( ) ( ) ( ) = ,

( ) (

e p p E e p p E e p p E

je p B e p B p p B E

je p B e p B p p B E

e p B e



  

  



          

         

         

    1 3
) 1 2 2 2 1 2 3 3 0 3

0

) ( ) = .jp B p p B E      

 (55) 

 

These equations are valid for any anisotropic nonuniform media, when using any 
curvilinear coordinates. W should remember that explicit form of the above equations 
depends on the choice of tetrad, and besides it depends on the used coordinates. in 
particular, relationships between the field functions specified for different tetrads are 
determined by the local gauge transformations; for more details see in [30, 31]. 

 
Conclusion 

We have focused on application of the known Majorana – oppenheimer formalism for 
Maxwell electrodynamics in nonuniform anisotropic media, this formalism is extended to 
space-time with non-euclidian geometry. This aproach is effective when using the 
curvilinear coordinates in Minkowsky space as well. 

in particular, we detail the case of special isotropic and nonuniform medium for which 
the tensor of electric and magnetic permittivity are proportional to each other; the situation is 
of special interest because the relevant constitutive relations may be simulated by 
riemannian geometry [5, 30, 31]. We consider one simple example of such media, when it is 
nonuniform along the axis z. it may be noted that there are known many exact solutions of the 
Maxwell equations on the background of different space-time models, and each of these 
solutions may be considered as exact solutions in flat space but in some special media. 
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кузьмич А. м., Бурый А. в., Овсиюк е. м. МАТРИЧНАЯ СТРУКТУРА 
УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА В НЕОДНОРОДНЫХ АНИЗОТРОПНЫХ 
СРЕДАХ И ГЕОМЕТРИЯ ПРОСТРАНСТВА

Исследовано применение матричного комплексного формализма Майораны – Оппен-
геймера в электродинамике Максвелла. Сначала этот подход детализирован для вакуума, 
далее учитывается наличие неоднородных и анизотропных сред. Выполнено обобщение 
ковариантного формализма на риманову геометрию пространства–времени таким обра-
зом, чтобы учесть присутствие материальных сред. Рассмотрены два простых примера: 
неоднородная анизотропная среда специального типа и среда, неоднородная вдоль оси z. 
Эти среды можно моделировать с помощью римановой геометрии.

Ключевые слова: уравнения Максвелла, формализм Майораны – Оппенгеймера, ани-
зотропные среды, материальные уравнения, риманова геометрия, моделирование сред.

https://www.sciencedirect.com/journal/optik
https://www.sciencedirect.com/journal/optik/vol/131/suppl/C
https://link.springer.com/article/10.1007/s00006-014-0519-4#auth-D__F_-Scofield-Aff1
https://link.springer.com/article/10.1007/s00006-014-0519-4#auth-D__F_-Scofield-Aff1
https://link.springer.com/article/10.1007/s00006-014-0519-4#auth-D__F_-Scofield-Aff1
https://link.springer.com/journal/6


матэматыка, ФІЗІка, БІЯЛОГІЯ                49

УДК 581.19:582.28
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n-AЦетИЛГЛюКОзАмИНА

В КОНсОРтИВНЫХ ВзАИмООтНОшеНИЯХ
«PIceA ABIes – ЭКтОмИКОРИзНЫе ГРИБЫ»
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В процессе эволюции растения выработали механизмы, позволяющие им дифферен-
цированно реагировать на проникновение грибного компонента и на установление кон-
сортивных связей. Благодаря процессам суберинизации и десуберинизации фитобионты 
способны регулировать поступление питательных веществ в микобионт (грибной ком-
понент). В работе рассмотрены возможные молекулярные аспекты регуляции процессов 
суберинизации в области мембранных контактов фитобионта и микобионта и обмена 
N-aцетилглюкозамина (NAG) на модельной системе «Picea abies (L.) H. Karst. – эктомико-
ризные грибы». Сделано предположение, что суберинизация клеток корневого окончания 
влияет на поступление питательных веществ по радиальному апопластическому пути.

Ключевые слова: молекулярный механизм, n-aцетилглюкозамин, аденилатциклаза, 
хитиназы, хитиновые элиситоры, пелотоны, микориза, суберинизация.

Введение
Ассоциации, как динамические системы живых организмов, осуществляются 

на различных уровнях: экологическом, физиологическом, морфологическом, мо-
лекулярно-генетическом, биохимическом. Наиболее интересны в рассмотрении 
механизмы ассоциаций далеко разнородных живых организмов, приводящих к 
появлению новых свойств, расширяющих жизненные возможности конгломера-
тов. Отбор в природе происходит у многокомпонентных организмов, у комплек-
сов, с модификацией их в единое целое с приобретением более жизненно стойких 
свойств.

Разносторонние исследования конгломератов разнородных живых организмов 
не достигли того уровня, когда можно четко определить их вклад в биоэнергетику 
экосистем [1]. Можно лишь сказать, что в эктотрофной микоризе наиболее важным 
является взаимосвязь микобионта с фитобионтом, а не с растительным сообще-
ством [2]. Взаимоотношения в ассоциациях проявляются рядом признаков, обе-
спечивающих гомеостаз организма на качественно новом уровне. Примером могут 
быть процессы суберинизации клеток фитобионта, контролирующих селективное 
поглощение веществ в многоклеточных организмах.

© Колмаков П. Ю., Жерносеков Д. Д., 2024
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Известно, что синтез суберина является ответной реакцией на стресс и может 
регулироваться корневыми окончаниями, контролируя его синтез и разрушение. 
Суберин играет важную роль в адаптивных физиологически значимых реакциях 
гомеостаза питательных веществ [3].

На своем пути от центра к периферии корня вещества могут радиально транс-
портироваться по трем путям: симпластическому, апопластическому и связанному 
трансклеточному пути [4; 5]. Эндодермальная суберинизация со своей пластич-
ностью имеет огромное значение для свободного радиального транспорта через 
гормональную регуляцию суберинизации и десуберинизации [3].

Взаимодействие разнородных организмов происходит в процессе действия 
определенных регуляторных механизмов через мессенджеры (посредники), на-
пример, через гифальные клубки (пелотоны), расположенные внутри клеток коры 
корневого окончания [6]. Пелотоны сходны с плазмалеммой, матриксом контакт-
ной зоны и зачастую при определенных условиях лишены аденилатциклазной ак-
тивности [7]. При передаче сигнала аденилатциклаза активируется связанными с 
плазматической мембраной рецепторами и с G-белками (GPcr), которые передают 
стимулы в клетку [8]. На мембране пелотона наблюдается наличие нейтральных и 
кислых фосфатаз, катализирующих дефосфорилирование субстрата (как правило 
другого белка) [9]. АТФ-азная активность связана с работой белков-переносчиков 
hMa (heavy metal ATPase) [10]. Ген athMa4 (подкласс Zn/co/cd/Pb hMa) кон-
тролирует механизм поддержания постоянной концентрации металлов в физиоло-
гических пределах в растительном компоненте [11].

Хитиназы играют ключевую роль в защитной системе растительного компонен-
та. Их синтез индуцируется внедрением микобионта [12; 13; 14]. Грибной компонент 
постоянно выделяет хитиновые элиситоры, которые индуцируют каскад защитных 
реакций у растительного компонента. Хитиназы фитобионта, переводя хитиновые 
элиситоры в мелкие неактивные единицы (мономеры n-aцетилглюкозамина (naG)), 
стимулируют суберинизацию клеточных мембран. В этом случае не выявляются за-
щитные реакции и симбиоз не устанавливается [13; 15]. Накопление n-aцетилглюко-
замина в апопласте и связывание с олигосахаридами оказывает сильное влияние на 
архитектонику клеточной стенки и при этом активируется сигнальный каскад [16]. 
Наличие киназы (atcerK1) в растительном компоненте, как рецептора распознава-
ния элиситоров грибного компонента напрямую связывает хитин через лизиновый 
мотив (lys M), содержащий эктодомен (atcerK1-ecD) для активации иммунного 
ответа. Эктодомен ингибируется короткими олигомерами хитина (n-aцетилглюко-
замина) [17]. Мономер n-aцетилглюкозамина синтезируется всеми эукариотами и 
выполняет структурную функцию в составе биополимеров [18; 19].

В работе проведено исследование апопластического пути на примере модельной 
системы «Picea abies (L.) H. Karst. – эктомикоризные грибы». Данная система пол-
ноценно может существовать только там, где еще не сформировались пояски Каспа-
ри (cs), тотальная суберинизация клеток в экзодерме, мезодерме и эндодерме. 

Материалы и методы исследования
Цель. Изучить возможный механизм процессов суберинизации и обмена n-a-

цетилглюкозамина в консортивных взаимоотношениях.
Задача. Рассмотреть возможные молекулярные аспекты регуляции процессов 

суберинизации в области мембранных соприкосновений и обмена n-aцетилглюко-
замина на модельной системе «Picea abies (l.) h. Karst. – эктомикоризные грибы».

https://ru.wikipedia.org/wiki/L.
https://ru.wikipedia.org/wiki/H.Karst.
https://ru.wikipedia.org/wiki/L.
https://ru.wikipedia.org/wiki/H.Karst.


матэматыка, ФІЗІка, БІЯЛОГІЯ                51

Объекты исследований. Модельный комплекс (ассоциация, конгломерат): 
агарикоидные базидиомицеты из эколого-трофической группы «микоризообразо-
ватели» (микобионт, грибной компонент) и Picea abies (фитобионт, растительный 
компонент). 

Модельный комплекс оценивается как «эктотрофная микориза», оказавшая 
наиболее глубокое воздействие на эволюцию растительных сообществ. В данном 
случае рассматриваются конгломераты с гистотропным мицелием, специализиро-
ванным к определенным типам клеток и тканям корня. Это является четким диа-
гностическим признаком для разграничения микоризы от псевдомикоризы и гриб-
ных паразитических инфекций [1].

Результаты исследований
Схема установления положительного контакта грибного и растительного ком-

понентов.
В пелотонах формируется аденилатциклазная активность при внедрении гриб-

ного компонента. Из АТФ образуется цАМФ+ФФ, который переводит протеинки-
назу из неактивной формы в активную с последующей инициацией фосфорилиро-
вания белков. Данный возможный биохимический процесс показан на рисунке 1.

Рисунок 1 – Схема работы аденилатциклазной активности  
в активных центрах на мембране пелотона

Хитиназы растительного компонента расщепляют хитин и хитозан грибного 
компонента до мономеров n- ацетилглюкозамина с последующим присоединени-
ем к созревающим белкам эндоплазматического ретикулума в цис-зоне аппарата 
Гольджи. Небольшие цепи n- ацетилглюкозамина (до восьми звеньев) уже не вос-
принимаются растительным компонентом как элиситоры и могут быть использо-
ваны для изменения свойств целлюлозы в клетках фитобионта, избегая возникно-
вения стрессовой реакции [20]. Далее, небольшие цепи соединений белка с n-аце-
тилглюкозамином транспортируются везикулами в цитоплазматическую мембра-
ну, где в результате экзоцитоза высвобождают свое содержимое в межклеточное 
пространство, сливаясь с цитоплазматической мембраной [21]. n-ацетилглюкоза-
мин встраивается между полисахаридами клеточной стенки, тем самым меняя её 
архитектонику, стимулируя одновременно образование боковых корней [22; 23]. 
Морфологически это приводит к изменениям в пространственном распределении 
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корневой системы в модельном объекте Picea abies (l.) h. Karst [24]. Изменения 
баланса ионов na+ и питательных веществ стимулируют нарушения процессов су-
беринизации [25]. Выделяемые микобионтом элиситоры инициируют вывод ио-
нов К+ из апопласта у фитобионта, тем самым вызывая их дефицит и замедление 
процесса суберинизации [3]. Данный факт объясняет наличие транспортных путей 
радиального тока сахаров из осевого цилиндра к экзодерме в корневых окончаниях 
Picea abies через пропускные клетки в эндодерме к мантии. Таким образом, гриб-
ной компонент транспортирует сахара из осевого цилиндра корневого окончания 
по апопластному пути. Возле направленного тока углеводов, в соседних клетках в 
мезодерме наблюдается скопление пелотонов и усиление суберинизации клеток. 
Возможный молекулярный механизм которой представлен на рисунке 2. 

Рисунок 2 – Возможная схема образования компонентов суберина  
из n-ацетилглюкозамина

 Показанный на рисунке 2 путь преобразования компонентов хитина в элементы 
суберина у фитобионтов имеет элементы подобия и у бактериальных организмов [26].

Апопластический транспорт регулирует образование ламелл суберина [3]. По-
ступление сахаров из осевого цилиндра к периферии в радиальном сечении корне-
вого окончания является причиной дефекта в виде многоуровневой суберинизации 
тканей и активации системы sGn/cifs у соседних с радиальным током углеводов 
клеток. Сигнальный путь sGn/cifs контролирует образование суберина. Роль де-
фекта суберинизации не ясна [25].

https://ru.wikipedia.org/wiki/L.
https://ru.wikipedia.org/wiki/H.Karst.
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Характерной особенностью клеточных стенок растительного компонента в зо-
не сети Гартига является наличие на них кислых инвертаз, расщепляющих саха-
розу до простых сахаров в апопластном компартменте [27]. Эти простые сахара 
могут быть усвоены грибными гифами [28]. Работа таких ферментов, углеводного 
метаболизма, играет важную роль в формировании устойчивости к воздействию 
биотических и абиотических стрессовых факторов [29]. Важную роль, скорее все-
го, играет тип инвертаз, связанных с клеточной стенкой и расщепляющих сахара в 
апопласте (апопластические инвертазы) [30]. Активность кислых инвертаз в зна-
чительной степени регулируется стрессовыми факторами [31; 32; 33].

В своей работе мы провели анатомо-морфологические исследования авторских 
микрофотографий и выявили следующее: наличие транспортных путей; выбороч-
ную суберинизацию клеток корневого окончания, значение пропускных клеток, 
скопление пелотонов в активных центрах первичной коры. Результаты представ-
лены на оригинальных рисунках-фотографиях 3, 4, 5, 6. 

Рисунок 3 – Сконцентрированность 
пелотонов и арбускул между 

радиальными транспортными путями

Рисунок 4 – Радиальный поток углеводов 
из осевого цилиндра через пропускные 

клетки к периферии корня

Рисунок 5 – Выборочная суберинизация 
эндодермы и мезодермы. Наличие 

радиальных «путей» тока углеводов из 
стели к периферии корневого окончания

Рисунок 6 – Пропускные клетки в 
эндодерме, через которые происходит 

радиальный ток углеводов к мезодерме. 
Скопление пелотонов и суберинизация 
у примыкающих к радиальному току 

клетках мезодермы



54               ВЕСНІК МДУ імя А. А. КУЛЯШОВА № 2 (64) ● 2024 ●

Схема установления отрицательного контакта грибного и растительного ком-
понентов.

Активация кислых фосфотаз при определенных условиях на мембранах пелото-
нов ведет к нарушению АТФ-азной активности через катализацию дефосфорилиро-
вания субстратных белков. Хитиновые элиситоры микобионта переводятся расти-
тельными хитиназами в олигомеры n-aцетилглюкозамина (более восьми звеньев), 
тем самым выключая аденилатциклазную активность на мембранах пелотонов. 

Изменения в фосфорилировании белков могут инактивироваться внеклеточ-
ными хитиназами и глюканазами растительного компонента и разрушение хити-
новых элиситоров грибного компонента предотвращает индукцию выброса ионов 
калия и хлора, защелачивание внеклеточного пространства и синтез перекиси во-
дорода клетками Picea abies [15; 34]. В этом случае предотвращается распознава-
ние микобионта, не происходит установление симбиоза.

Заключение
Таким образом, на примере системы «Picea abies – эктомикоризные грибы» мы 

впервые описали процесс установления консортивных связей в апопластном про-
странстве, используя анатомические исследования авторских микрофотографий. 

Логично предположить, что суберинизация играет роль контролирующего 
фактора в проникновении микобионта. Данный процесс, по-видимому, регули-
руется молекулярными механизмами (АТФ-фазной активностью, специфическим 
действием хитиназ, которое формирует определенную длину фрагментов, состоя-
щих из n-ацетилглюкозамина).

Таким образом, можно сделать заключение, что факт положительного кон-
сортивного контакта приводит к формированию четко выраженных транспортных 
путей грибного компонента вследствие изменения обычного объема и формы па-
ренхимных клеток и межклетников коры в корневом микоризном окончании. Об-
разование пелотонов связано со стрессовыми процессами в системе «Picea abies – 
эктомикоризные грибы». Работа кислых инвертаз связана с наличием транспорт-
ных гифальных путей, поставляющих сахара из осевого цилиндра к периферии, 
что наблюдается на поперечных срезах микоризных корневых окончаний.
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Kolmakov p. yu., zhernosekov D. D. THE PROCESS OF SUBERIZATION 
AND METABOLISM OF N-ACETYLGLUCOSAMINE IN A CONSORTIVE 
RELATIONSHIP “PICEA ABIES – ECTOMYCORRHIZAL FUNGI”

In the process of evolution, plants have developed mechanisms that allow them to respond 
differentially to the penetration of the fungal component and the establishment of consort 
relationships. Due to the processes of suberization and desuberization, phytobionts are able 
to regulate the supply of nutrients to the mycobiont (fungal component). The article considers 
possible molecular aspects of regulation of suberization in the area of   membrane contacts 
between phytobiont and mycobiont and the N-acetylglucosamine (NAG) pathway on the model 
system “Picea abies (L.) H. Karst. – ectomycorrhizal fungi”. It is concluded that suberization of 
root terminal cells affects the supply of nutrients through the radial apoplastic pathway.

Keywords: molecular mechanism, n-acetylglucosamine, adenylate cyclase, chitinases, 
chitin elicitors, pelotons, mycorrhiza, suberization.
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ИсПОЛЬзОВАНИе мОДеЛеЙ ДИНАмИКИ ЧИсЛеННОстИ 
еДИНИЧНОЙ мИКРОБНОЙ ПОПУЛЯЦИИ  

ДЛЯ мАтемАтИЧесКОГО ОПИсАНИЯ РАзВИтИЯ 
мИКРОБИОмА ЧеЛОВеКА
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Показана возможность применимости моделей Мальтуса, Гомпертца и Ферхюльста 
динамики численности единичной микробной популяции для математического описания 
развития микробиома человека. Установлено, что подбор эмпирических коэффициентов 
дает возможность получения математических соотношений для хорошо согласующегося 
описания экспериментальных данных, полученных для колоний микроорганизмов микробио-
ма человека.

Ключевые слова: микробиом человека, динамика единичной микробной популяции.

Введение
Исследование микробиома человека в настоящее время является одним из наи-

более актуальных и перспективных направлений научных исследований медицин-
ских и биологических наук.

Согласно современным представлениям, микробиом человека представляет 
собой сообщество комменсальных микроорганизмов в комплексе с генетическим 
материалом, молекулами межклеточного взаимодействия и средой обитания. Сим-
биотическая микрофлора играет огромную роль в обеспечении здорового состо-
яния организма человека и выполняет важные функции, такие как синтез неза-
висимых аминокислот и витаминов, биодеградация ряда неперевариваемых по-
лисахаридов, детоксикация ксенобиотиков, поддержание иммунитета, защита от 
патогенов. Разнообразие и численность микробного состава человека изменяется 
под действием разных факторов внешней среды, условий проживания, пола и воз-
раста, а также при появлении различных патологических состояний. Появляются 
новые исследовательские данные о взаимосвязи состава микробиоты с разными 
патологиями, такими как воспалительные заболевания кишечника, ожирение, сер-
дечно-сосудистые, аутоиммунные и аллергические заболевания [1].

В течение длительного времени изучение состава и анализ функциональной 
активности микробиоты человека было затруднительно в связи с невозможно-
стью культивирования подавляющего большинства микроорганизмов на питатель-
ных средах [2]. Внедрение методов высокопроизводительного секвенирования за 
последнее десятилетие значительно углубило понимание структуры и вариаций

© Острикова М. Я., Остриков О. М., 2024
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микробиоты. Исследователи получили возможность очень точной и комплексной 
оценки всего микробного сообщества с глубиной до тысячных долей процента (по 
содержанию микроба). Это позволило выйти на новый уровень понимания взаи-
мосвязи здоровья человека и состояния его микробиома [3]. 

Несмотря на активно развивающиеся исследования, существует необходи-
мость использования знаний и методов в областях, выходящих за рамки только 
медицинской и биологической наук [4; 5]. В работе [5] в качестве одного из таких 
методов предложено использовать математическое моделирование. 

Целью данной работы стало математическое описание динамики микробиома 
человека с использованием моделей динамики единичной микробной популяции. 
 

Модель Мальтуса 
В качестве простейшей математической модели развития единичной микроб-

ной популяции микробиома человека можно рассматривать модель Мальтуса [6]. 
Эта модель широко используется в динамике популяций и имеет в своей основе 
уравнение 

 aNN  , (1) 

где в нашем случае N – число микроорганизмов в единичной популяции микро-
биома в текущий момент времени t (т. е.  tNN  ); a – коэффициент. 

Пусть начальная численность микроорганизмов популяции равна 

   00 NN  . (2) 

В этом случае решением уравнения (1) будет [6; 7] 

   ateNtN 0 . (3) 

В (3) коэффициент а можно представить в виде 

 a , (4) 

где принято: α – скорость деления микроорганизмов; β – их смертность. 
При  , согласно (3), единичная наблюдаемая микробная популяция мик-

робиома бесконечно растет, а при   – уменьшается. В частном случае, когда 
 , численность микроорганизмов микробиома постоянна. 
На рисунке 1 приведен пример использования модели Мальтуса для описания 

процесса кратковременной стимуляции роста единичной микробной популяции 
микробиома. В работе [8], например, в качестве такого толчка к изменению актив-
ности роста колоний микроорганизмов кишечного микробиома послужили гемо-
поэтические стволовые клетки. 
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Рисунок 1 – Схематическое изображение графического описания процесса временной 

активации процесса роста единичной микробной популяции микробиома человека 
 

За начальный момент времени 0t  примем момент, когда численность мик-
роорганизмов в наблюдаемой в организме человека единичной микробной попу-
ляции микробиома стабилизировалась (  ) и приняла равновесное значение 0N  
(рисунок 1). Пусть в момент времени t1 на микробиом человека подействовал фак-
тор, активизировавший рост рассматриваемой единичной микробной популяции 
(  ). Рост численности данной микробной популяции на временном интервале 

21 ttt   хорошо описывается функцией (3). Допустим, что в момент времени, 
близкий к 2t , действие стимулирующего рост популяции фактора прекратилось. 
Это привело к наблюдаемому (рисунок 1) на временном интервале 32 ttt   
уменьшению численности микроорганизмов в рассматриваемой микробной попу-
ляции микробиома (т. е.  ) до стабильного значения 0N  при 3tt  . 

К одному из недостатков модели Мальтуса в решении приведенной выше за-
дачи можно отнести сложность в описании с ее помощью поведения функции 
 tN  на временном интервале в окрестности 2t . Эту проблему можно решить, 

приняв, например,  taa  . Тогда (1) запишется в виде: 

  NtaN  . (5) 

Это уравнение имеет общее решение [6]: 

     







  daNtN

t

0
0exp . (6) 

N(t) 

t 0 

    

    

t1 t2 t3 

N0 
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Здесь τ – параметр интегрирования. 
В простейшем случае в качестве функции   aa  можно выбрать функцию 

второго порядка. 
 

Модель Гомпертца 
Учитывать продолжительность жизни микроорганизмов единичной популяции 

в предположении увеличения смертности по экспоненциальному закону в услови-
ях ограниченности ресурсов жизнедеятельности позволяет модель Гомпертца. 

В основе данной модели лежит уравнение [6] 

 N
N
NaN

c










ln
ln1 , (7) 

где cN  – емкость среды, т. е. максимальное количество микроорганизмов при 
имеющемся объеме ресурсов жизнедеятельности. 

Решение уравнения (7) имеет вид: 

  




















cN
at

c
c N

N
NtN

ln
exp

0 . (8) 

Из (8) следует, что при t  cNN  . Это позволяет в данной модели ввести 
временной параметр р  стабилизации численности микроорганизмов в единичной 
популяции. В частности, в примере, показанном на рисунке 1, в качестве такого 
временного интервала численной релаксации микроорганизмов может быть вы-
бран интервал 32 ttt  , т.е. 23р tt  . Более того, на временном интервале 

 tt2  рассматриваемый на рисунке 1 процесс математически может быть опи-
сан решением (8) уравнения модели Гомпертца. 

Также модель Гомпертца удобна в описании процессов восстановления чис-
ленности микробной популяции после подавления ее воздействием, например, ан-
тибиотика. Схематически такая картина представлена на рисунке 2. 

Допустим, что наряду с другими, выбранная микробная популяция микробио-
ма человека попала под действие антибиотика. Пусть к моменту прекращения 
действия антибиотика численность выделенной микробной популяции сократи-
лась до 0N . Согласно (8) на временном интервале р0  t  численность микроор-
ганизмов в популяции начала расти до максимального значения cN . При отсутст-
вии других факторов, влияющих на рост популяции, ее численность cN  остается 
постоянной в течение длительного времени (рисунок 2). 
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Рисунок 2 – Схематическое изображение восстановления численности единичной  
микробной популяции микробиома человека после подавления ее воздействием  

антибиотика (сплошная линия – модель Гомпертца; пунктирная – модель Ферхюльста) 
 

Модель Ферхюльста 
Учитывать влияние на численность единичной микробной популяции микро-

биома человека ограниченности пищевых и других ресурсов можно с помощью 
модели Ферхюльста. В основе этой модели лежит уравнение [6]: 
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Как правило, 20 cNN  . Поэтому на кривой  tN  модели Ферхюльста на вре-
менном участке р0  t , в отличие от кривой модели Гомпертца имеется перегиб 
(рисунок 2). 
 

Примеры численных расчетов 
В работе [4] рассматривалась динамика относительной плотности грамотрица-

тельных бактерий в кишечнике у пациентов при аллогенной трансплантации ге-
мопоэтических стволовых клеток без инфицирования кровотока и при его инфи-
цировании. Экспериментально было получено, что относительная плотность гра-
мотрицательных бактерий в кишечнике в этом случае является функцией с одним 
максимумом. Примем все грамотрицательные бактерии в кишечнике человека за 
единичную популяцию и опишем ее динамику моделью Мальтуса с переменным 
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по времени коэффициентом a. Тогда на основании решения (6) уравнения (5) для 
относительной плотности  t  грамотрицательных бактерий запишем: 
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где 0  – начальная относительная плотность грамотрицательных бактерий; 
C – корреляционный коэффициент. 

Функцию  a  представим в виде: 
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Здесь 0  – коэффициент, корректирующий положение максимума функции на 
временной оси; b и σ – эмпирические коэффициенты. 

Результаты расчетов представлены на рисунке 3. В расчетах принималось: 
010,C  ; 20  ; 20   (рисунок 3, а) и 20   (рисунок 3, б); 1b  и 8 . 

Следует отметить, что все параметры, рассматриваемые в работе, несут смысл эм-
пирических параметров. 

В работе [9] показана динамика кишечной микробиоты у новорожденных в 
первые два года жизни. Для математического описания динамики микроорганиз-
мов Faecalibacterium prausnitzii воспользуемся моделью Гомпертца, преобразовав 
(8) к виду: 
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где c  – максимальная относительная плотность микроорганизмов; 0t  – параметр, 
регулирующий положение особенностей кривой  t  вдоль временной оси. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рисунок 3 – Рассчитанная на основе модели Мальтуса динамика относительной плотно-
сти грамотрицательных бактерий в кишечнике у пациентов при аллогенной трансплан-
тации гемопоэтических стволовых клеток: а – без инфицирования кровотока и б – при 

инфицировании кровотока; 0 – день выполнения трансплантации (а) и первый день эпи-
зода грамотрицательной инфекции кровотока (б) 
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На рисунке 4а представлен результат расчета, согласующийся с приведенным в 
[9] результатом. Принималось: 600 ,  90,c   200 t  (месяцев) 10,a   (меся-
цев-1). 

Для математического же описания динамики микроорганизмов Dorea fornici-
generans воспользуемся моделью Ферхюльста, модифицировав соотношение (10), 
и приведя его к виду: 
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tta

c

c
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 . (14) 

В данном случае принималось: 8500 ,  1c  220 t  (месяцев) 570,a   (ме-
сяцев-1). Результат расчета представлен на рисунке 4б. 

Как видно из рисунка 4 и смысла моделей Гомпертца и Ферхюльста [6], на 
втором году жизни развитие таких микроорганизмов, как Faecalibacterium praus-
nitzii и Dorea fornicigenerans, на втором году жизни человека происходит в усло-
виях ограниченности ресурсов в его кишечнике для их жизнедеятельности. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 4 – Результаты расчетов динамики микроорганизмов в микробиоме  

кишечника новорожденного в первые два года жизни: а – Faecalibacterium prausnitzii  
(модель Гомпертца) и б – Dorea fornicigenerans (модель Ферхюльста) 

 
Заключение 

Таким образом, впервые показана возможность математического описания ди-
намики микробиома человека с использованием моделей динамики единичной 
микробной популяции. Получены эмпирические математические соотношения, 
хорошо описывающие экспериментальные данные по динамике развития групп 
микроорганизмов, составляющих микробиом человека. На основе модели Мальту-
са дано математическое описание динамики относительной плотности грамотри-
цательных бактерий в кишечнике у пациентов при аллогенной трансплантации ге-
мопоэтических стволовых клеток. С помощью моделей Гомпертца и Ферхюльста 
получены математические соотношения, которые близко к экспериментальным 
данным описывают динамику микроорганизмов Faecalibacterium prausnitzii и Do-
rea fornicigenerans в микробиоме кишечника новорожденного в первые два года 
жизни. 
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Проведена ревизия доступного гербарного материала лишайников рода Usnea, собран-
ного на территории Беларуси в период 1924–2018 гг. Методом тонкослойной хроматогра-
фии выявлено два вида лишайников рода Usnea, содержащих скваматовую и тамноловую 
кислоты – Usnea florida (9 образцов) и U. subfloridana (97 образцов). В статье приводятся 
морфологические описания данных видов, их химический состав, особенности экологии и 
данные по распространению на территории Беларуси.

Ключевые слова: биоразнообразие, распространение, экология, вторичные метаболи-
ты, скваматовая кислота, тамноловая кислота.

Введение
Род Usnea Dill. ex adans. является одним из крупнейших в семействе 

Parmeliaceae и включает около 350 видов [1]. Его представители характеризуют-
ся кустистым, длинным, нитевидным, повисающим или торчащим разветвлен-
ным талломом с плотной центральной осью, которая становится заметной, когда 
ветвь растягивается и кора распадается на части. Виды рода Usnea содержат ус-
ниновую кислоту в коровом слое, благодаря которой слоевище имеет желтоватый 
оттенок. Этот род также известен своей сложной таксономией – по всему миру 
опубликовано более 770 названий, и около половины из них считаются синони-
мами [2].

Определение гербарных образцов в Беларуси традиционно основывалось на 
морфолого-анатомических критериях и применении цветных точечных капельных 
химических реакций, что не всегда является надежным и не позволяет достоверно 
определить образец в соответствии с современными видовыми концепциями изу-
чаемого рода. В связи с этим ревизия доступного гербарного материала лишайни-
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ков рода Usnea, собранного ранее на территории Беларуси, с применением совре-
менных методов идентификации представляется актуальной.

Методы исследования
Материалом для данного исследования послужили образцы лишайников рода 

Usnea, хранящиеся в гербариях Института экспериментальной ботаники имени 
В. Ф. Купревича НАН Беларуси (MsK-l), Центрального ботанического сада НАН 
Беларуси (MsKh), Белорусского государственного университета (MsKu), Гомель-
ского государственного университета имени Франциска Скорины (Gsu) и Ботани-
ческого института имени В. Л. Комарова РАН (le). Всего было проанализировано 
462 гербарных образца сборов 1924–2018 гг. Дублетные сборы, хранящиеся в раз-
ных гербариях, принимали за один гербарный образец.

Морфологию и анатомию образцов изучали с помощью микроскопов nikon 
sMZ-745 и nikon eclipse 80i. Измерение аскоспор проводили у водных препара-
тов. Размеры аскоспор представлены по схеме (минимум–) (среднее – стандартное 
отклонение) (среднее + стандартное отклонение) (–максимум) и сопровождаются 
указанием количества проведенных измерений (n). Состав вторичных метаболи-
тов изучали методом тонкослойной хроматографии в системе растворителей С [3]. 

Основная часть
Результаты наших исследований показали, что в Беларуси произрастают два 

вида лишайников рода Usnea, содержащих скваматовую и тамноловую кислоты – 
Usnea florida (l.) f.h. Wigg (9 образцов, или 1,9 % от количества исследованных) 
и U. subfloridana stirt (97, или 21,0 %). Ниже приводим морфологическое описание 
выявленных видов, а также их химический состав, экологию и данные по распро-
странению на территории Беларуси.

usnea florida (l.) f.h. Wigg.
Морфологические особенности. Таллом до 10 см длиной, торчащий или пови-

сающий, зеленоватого оттенка, ветвящийся как изотомически-, так и анизотомиче-
ски-дихотомически. Основание обычно черное. Основные ветви с многочисленны-
ми и заметными папиллами (сосочками), постепенно сужаются к кончикам. Боковые 
ветви не сужены в месте прикрепления. Соралии и изидии отсутствуют. Апотеции 
многочисленные. Аскоспоры (8.0–)8.9–10.4(–11.0) × (5.0–)5.7–6.7(–8.0) мкм, n=156, 
эллипсовидной формы.

Состав вторичных метаболитов. В зависимости от сочетания вторичных ме-
таболитов сердцевины в настоящее время выделяют два хемотипа Usnea florida. 
Для образцов i хемотипа характерно наличие тамноловой кислоты, для ii хемоти-
па – скваматовой кислоты. В обоих хемотипах в качестве дополнительного веще-
ства может присутствовать алекториаловая кислота [4]. На территории Беларуси 
встречается только i хемотип данного вида, содержащий только тамноловую кис-
лоту (9 образцов).

Химически вид идентичен Usnea subfloridana, поскольку оба содержат сквама-
товую и тамноловую кислоты в качестве основных веществ. Молекулярные дан-
ные также не подтвердили различия между фертильным U. florida и стерильным 
U. subfloridana [5–10]. Отличаются два вида рядом морфологических и экологиче-
ских признаков. Так для U. florida характерно отсутствие соралей, изидий и попе-
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речных кольцевых трещин, часто встречаются апотеции. Для U. subfloridana ха-
рактерно наличие округлых соралей и изидий, апотеции встречаются крайне ред-
ко. Кроме того, U. florida во всех странах является редким видом, приуроченным 
к влажным местообитаниям в старовозрастных малонарушенных лесах. Usnea 
subfloridana является широко распространенным, устойчивым к антропогенному 
воздействию видом лишайников, нетребовательным к условиям произрастания.

Условия местообитания и субстратная приуроченность. Образцы Usnea 
florida были собраны в сосняках (2 образца, или 22,2 %), в березняке, смешанном 
лесу и на окраине верхового болота – по 1 образцу (по 11,1 %). Для оставшихся 
4 образцов (44,5 %) информация об условиях произрастания отсутствовала.

В качестве субстрата Usnea florida предпочитает кору березы повислой (Betula 
pendula roth) – 5 образцов (55,6 %), граба обыкновенного (Carpinus betulus l.) – 
2 (22,2 %), ивы белой (Salix alba l.) и ольхи черной (Alnus glutinosa (l.) Gaertn.) – 
по 1 (по 11,1 %).

Распространение. Usnea florida произрастает в Европе и Азии [11]. В Белару-
си вид является крайне редким (рисунок 1) и включен в Красную книгу Республи-
ки Беларусь со ii категорией национального природоохранного значения – исчеза-
ющие (en) [12].

Рисунок 1 – Распространение Usnea florida на территории Беларуси

Исследованные образцы. БРЕСТСКАЯ ОБЛАСТЬ, Каменецкий район, 
НП «Беловежская пуща», окр. д. Каменюки, на грабе обыкновенном, Н. В. Горбач, 
29.09.1954 (MsK-l, Gsu); Пружанский район, НП «Беловежская пуща», Пере-
ровское л-во, кв. 588, окр. хут. Перерово, на окраине верхового болота, у дороги 
на иве, В. В. Голубков, 22.06.1983 (MsK-l, Gsu); ВИТЕБСКАЯ ОБЛАСТЬ, Ле-
пельский район, Березинский биосферный заповедник, по дороге из д. Крайцы в 
д. Броды, в смешанном лесу на березе, Н. В. Горбач 20.10.1961 (MsK-l, Gsu); Бе-
резинский биосферный заповедник, урочище «Великая река», на березе, Н. В. Гор-
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бач, 20.10.1960 (MsK-l, Gsu); Березинский биосферный заповедник, урочище 
«Увязок», в коренном березняке на березе, Н. В. Горбач, июнь 1963 (MsKh-6567, 
Gsu); Россонский район, 13 км СЗ д. Юховичи, окр. болота, в сосняке мшистом, 
на березе, В. В. Голубков, 01.09.1988 (MsK-l, Gsu); окр. д. Юховичи, в сосняке 
елово-березово-сфагновом, переходное болото, на ольхе черной, В. В. Голубков, 
30.09.1987 (MsK-l, Gsu); МОГИЛЁВСКАЯ ОБЛАСТЬ, Осиповичский район, 
окр. д. Жорновка, на грабе обыкновенном, В. П. Савич, 28.07.1924 (MsK-l, Gsu); 
Цельское л-во, кв. 23, окр. д. Цель, на березе, Н. В. Горбач, 31.05.1968 (MsK-l, 
Gsu).

usnea subfloridana Stirt.
Морфологические особенности. Таллом до 15 см длиной, нитевидный, зеле-

новатого оттенка, в основном изотомически-дихотомически ветвящийся. Основа-
ние черное, с небольшим количеством кольцеобразных трещин. Основные ветви с 
гладкой поверхностью и многочисленными папиллами (сосочками). Боковые вет-
ви не сужены в месте прикрепления. Фибриллы немногочисленные, более обиль-
ные у основания и редкие на концах ветвей. Соралии точечные, меньше половины 
диаметра ветви, округлой, реже неправильной формы. Изидиоморфы в соралиях 
обычно многочисленные, часто сформированы в виде звездчатых структур. Апо-
теции образуются крайне редко и обнаружены у 7 образцов (7,2 % от числа ис-
следованных). Аскоспоры (8.0–)8.8–10.2(–11.0) × (4.5–)5,2–6,5(–8,0) мкм, n=99, 
эллипсовидной формы.

Состав вторичных метаболитов. В настоящее время выделяют три хемоти-
па данного вида. Для i хемотипа характерно наличие тамноловой кислоты, для 
ii хемотипа – скваматовой кислоты, iii хемотип характеризуется наличием сква-
матовой и тамноловой кислот одновременно. Иногда в качестве дополнительно-
го вещества может присутствовать алекториаловая кислота [4]. На территории 
Беларуси встречаются i и ii хемотипы (77 и 20 образцов, соответственно, или 
79,4 % и 20,6 %).

Условия местообитания и субстратная приуроченность. На территории Бе-
ларуси Usnea subfloridana произрастает преимущественно в хвойных лесах, реже в 
лиственных лесах. В сосняках было собрано 35 образцов (36,1 % от числа исследо-
ванных), в ельниках – 20 (20,6 %), в дубраве – 11 (11,3 %), в открытом местообита-
нии у дороги – 5 (5,2 %), в ольшанике – 4 (4,1 %), в березняке и осиннике – по 2 (по 
2,1 %), в смешанном лесу и у болота – по 1 (по 1,0 %). Для оставшихся 16 образцов 
(16,5 %) информация об условиях произрастания отсутствовала.

Образцы Usnea subfloridana были собраны на березе повислой (Betula pendu-
la) – 36 образцов (37,1 %), ели европейской (Picea abies (l.) h. Karst.) – 15 (15,5 %), 
сосне обыкновенной (Pinus sylvestris l.) и дубе черешчатом (Quercus robur l.) – 
по 13 (по 13,4 %), ольхе черной (Alnus glutinosa) – 8 (8,2 %), дубе скальном (Quer-
cus petraea (Matt.) liebl.) и древесине – по 2 (по 2,1 %), пихте белой (Abies alba 
Mill.), осине обыкновенной (Populus tremula l.) и рябине обыкновенной (Sorbus 
aucuparia l.) – по 1 (по 1,0 %). Для 5 образцов (5,2 %) информация о субстрате 
отсутствовала.

Распространение. Usnea subfloridana произрастает в Европе, Азии, Северной 
и Центральной Америке [4]. В Беларуси Usnea subfloridana является одним из наи-
более распространенных представителей рода Usnea (рисунок 2).
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Рисунок 2 – Распространение Usnea subfloridana на территории Беларуси  
(а – хемотип i, б – хемотип ii)

Исследованные образцы. 
Хемотип I. БРЕСТСКАЯ ОБЛАСТЬ, Каменецкий район, НП «Беловежская 

пуща», окр. д. Каменюки, 300 м В гостиницы № 2, на заборе, В. В. Голубков, июль 
1983 (MsK-l, Gsu); НП «Беловежская пуща», Королево-Мостовское л-во, кв. 83, 
на березе, В. В. Голубков, 11.07.1984 (MsK-l); то же л-во, кв. 729, в ельнике кис-
личном на дубе, П. Н. Белый, 17.10.2009 (МsKh-6034, Gsu); то же л-во, кв. 740, 
выд. 38, в ельнике кисличном на дубе, П. Н. Белый, 17.10.2009 (МsKh-2022, Gsu); 
то же л-во, кв. 777, на дубе скальном, В. В. Голубков, 18.07.1983 (MsK-l, Gsu); то 
же л-во, кв. 780, в ельнике кисличном на ели, П. Н. Белый, 16.10.2009 (МsKh-5919, 
Gsu); то же л-во, кв. 804, в сосняке разнотравном на березе, В. В. Голубков, 
12.07.1983 (MsK-l, Gsu); то же л-во, кв. 804, д. Каменюки, на березе, В. В. Голуб-
ков, 12.07.1983 (MsK-l, Gsu); то же л-во, кв. 807, окр. д. Каменюки, в дубраве на 
дубе скальном, В. В. Голубков, 11.07.1983 (MsK-l, Gsu); то же л-во, кв. 824, 2 км 
ЮЗ д. Каменюки, в черноольшанике крапивном на ольхе черной, В. В. Голубков, 
16.06.1983 (MsKu, Gsu); то же л-во, кв. 826, у дороги на дубе черешчатом, 
11.07.1983 (MsK-l, Gsu); НП «Беловежская пуща», Хвойникское л-во, кв. 408, 
1,5 км С д. Хвойник, в ельнике черничном с примесью березы на березе, В. В. Го-
лубков и А. Г. Цуриков, 08.08.2018 (Gsu); то же л-во, кв. 457, 2 км З д. Хвойник, у 
дороги на березе, В. В. Голубков и А. Г. Цуриков, 09.08.2018 (Gsu); то же л-во, кв. 
459, 0,4 км СВ д. Хвойник, в черноольшанике березово-крапивном на ольхе, 
В. В. Голубков и А. Г. Цуриков, 08.08.2018 (Gsu); Пинский район, Логишинское 
л-во, кв. 33, 7 км ЮЗ г.п. Логишин, в сосняке мшистом на сосне, 23.04.1989 (MsK-l, 
Gsu); Пружанский район, НП «Беловежская пуща», Никорское л-во, кв. 562, 
1,5 км ЮВ д. Бабинец, в дубраве грабово-кисличной на пихте белой, В.В. Голуб-
ков, 29.07.1983 (MsK-l, Gsu); то же л-во, кв. 654, в сосняке дубравно-разнотрав-
ном на дубе, Шпаковский, 29.06.1999 (MsKu, Gsu); НП «Беловежская пуща», 
Переровское л-во, кв. 589, на дубе, В.В. Голубков, 13.07.1984 (MsK-l, Gsu); то же 
л-во, окр. хут. Перерово, в дубраво-кисличном лесу на дубе, В. В. Голубков, 
13.06.1984 (MsK-l, Gsu); то же л-во, кв. 590, в дубраве на дубе, В. В. Голубков, 
26.07.1983 (MsK-l, Gsu); то же л-во, кв. 590, в дубраве грабово-кисличной на 
дубе, В. В. Голубков, 27.07.1983 (MsK-l, Gsu); то же л-во, кв. 591, окр. хут. Пере-
рово, в дубраве кисличной, В. В. Голубков, 25.07.1984 (MsK-l, Gsu); то же л-во, 
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кв. 712, 4 км от хутора Вискули Криницкого с/с, в осветленной дубраве (зубропи-
томник) на дубе, В. В. Голубков, 20.06.1983 (MsK-l, Gsu); шоссе Пружаны, в со-
сняке вересковом на сосне, Е. Е. Блудов, 13.05.1977 (MsK-l, Gsu); ВИТЕБСКАЯ 
ОБЛАСТЬ, Верхнедвинский район, 1 км З д. Сукали, переходная полоса сосно-
во-сфагнового болота, в сосняке чернично-мшистом, 18.06.1986 (MsK-l, Gsu); 
3 км ЮВ д. Прошки, у шоссе в ельнике чернично-мшистом на ели, В. В. Голубков, 
03.11.1986 (MsK-l, Gsu); Докшицкий район, 1,5 км СЗ д. Замосточье, в ельнике 
кисличном на ели, П. Н. Белый, 15.06.2011 (MsKh-4066); Лепельский район, 
2 км Ю д. Крайцы, кв. 407, в сосняке чернично-лишайниковом на березе, В. В. Го-
лубков, 13.05.1982 (MsK-l, Gsu); Березинский биосферный заповедник, Домже-
рицкое л-во, кв. 315, в сосняке мшистом на березе, П. Н. Белый, 29.09.2007 
(MsKh-6577); то же л-во, кв. 334В, выд. 9, в ельнике кисличном на ели, П. Н. Бе-
лый, 26.08.2006 (MsKh-6576, Gsu); Березинский биосферный заповедник, Край-
цевское л-во, кв. 541А, выд. 26, на березе, П. Н. Белый, 28.08.2006 (MsKh-6566); 
Березинский биосферный заповедник, окр. д. Крайцы, на сосне, Н. В. Горбач, 
03.11.1968 (MsK-l, Gsu); Березинский биосферный заповедник, Паликское л-во, 
кв. 650, выд. 11, в осиннике дубово-кисличном на ольхе черной, П. Н. Белый, 
08.06.2008 (MsKh-6616, Gsu); Березинский биосферный заповедник, урочище 
«Куты», в сосняке на березе, Н. В. Горбач, 16.05.1968 (MsK-l, Gsu); 2,5 км ЮВ 
д. Барсуки, в ельнике черничном на ели, П. Н. Белый, 15.07.2010 (MsKh-5536, 
Gsu); ЭЛОХ «Барсуки», кв. 56, выд. 31, в сосняке мшистом на сосне, П. Н. Белый, 
14.07.2009 (MsKh-6595, Gsu); ЭЛОХ «Барсуки», кв. 79, выд. 18, в ельнике мши-
стом на ели, П. Н. Белый, 13.07.2009 (MsKh-1892, Gsu); Оршанский район, 
3,5 км Ю д. Добрино, в ельнике кисличном на ели, П. Н. Белый, 15.06.2011 
(MsKh-4068, Gsu); окр. д. Соловьи, на березе, В. В. Голубков, 26.07.1993 (MsK-l, 
Gsu); Россонский район, 3 км СЗ д. Юховичи, окр. переходного болота, в сосняке 
мшистом на ольхе черной, В. В. Голубков, 01.09.1978 (MsK-l, Gsu); окр. д. Юхо-
вичи, у края верхового болота на березе, В. В. Голубков, 29.09.1987 (MsK-l, Gsu); 
окр. д. Юховичи, в сосняке чернично-лишайниковом на березе, В. В. Голубков 
(MsK-l, Gsu); заказник «Фомино», в сосняке елово-березово-черничном на бере-
зе, В. В. Голубков, 03.10.1984 (MsK-l, Gsu); окр. оз. Моховое, окраина болота, в 
сосняке чернично-кисличном, на березе, В.В. Голубков, 14.10.1984 (MsK-l, Gsu); 
ГОМЕЛЬСКАЯ ОБЛАСТЬ, Гомельский район, УНБ «Ченки», на сосне, 
А. Г. Цуриков, 16.06.2002 (Gsu-859); Житковичский район, Переровское л-во, 
кв. 4, 4 км С д. Хлупинская Буда, в пойменной дубраве на сухой коре дуба, В. В. Го-
лубков, 19.08.2010 (MsK-l, Gsu); НП «Припятский», Озеранское л-во, окр.  
Царь-сосны, в дубраве грабовой, В. В. Голубков и А. А. Свирид, 22.08.2010 
(MsK-l, Gsu); то же л-во, кв. 50, в сосняке орляковом, на дубе, О. П. Шахрай, 
04.07.1974 (Gsu-854); то же л-во, кв. 59, в сосняке лишайниковом на сосне, 
Г. И. Швец, 08.07.1974 (Gsu-853); то же л-во, кв. 60, в березняке злаковом, на бе-
резе, 18.07.1974 (Gsu-852); НП «Припятский», Озерано-Млынокское л-во, кв. 106, 
в сосняке мшистом на дубе, В. П. Прокопенко, 15.03.1977 (Gsu-855); НП «Припят-
ский», Переровское л-во, кв. 66, в березняке разнотравном, на березе, 12.07.1973 
(Gsu-856); НП «Припятский», Ричевское л-во, кв. 136, 3 км СЗ д. Хочень, на бере-
зе, В. В. Голубков, 23.08.2010 (MsK-l, Gsu); Лельчицкий район, Млынокское 
л-во, кв. 7, в сосняке лишайниковом на березе, 18.07.1974 (MsK-l, Gsu); ГРОД-
НЕНСКАЯ ОБЛАСТЬ, Гродненский район, г. Гродно, правобережье р. Неман, 
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Гожское л-во, кв. 3, на сосне, О. А. Кулаковская, 30.04.2005 (MsK-l, Gsu); окр. 
д. Рыбница, в сосновом лесу у дороги на березе, В. В. Голубков, 14.07.2006 (MsK-l, 
Gsu); Новогрудский район, Новогрудский лесхоз, Вселюбское л-во, в ельнике на 
ольхе черной, Е. Е. Блудов, 20.05.1986 (MsK-l, Gsu); п. Вселюб, в сосновом лесу 
на березе, А. М. Буслейко, июль 1970 (MsKu, Gsu); там же, август 1970 (MsKu, 
Gsu); Свислочский район, НП «Беловежская пуща», Бровское л-во, кв. 87, 0,5 км 
ЮЗ д. Бровск, в черноольшанике осоковом на ольхе черной, В. В. Голубков, 
25.07.1984 (MsK-l, Gsu); НП «Беловежская пуща», Свислочское л-во, кв. 120, 
в черноольшанике приручейно-травяном на ольхе черной, В. В. Голубков, 
28.09.1984 (MsK-l, Gsu); НП «Беловежская пуща», Язвинское л-во, кв. 71в, окр. 
д. Тиховоля, в сосняке елово-черничном на березе, В. В. Голубков, 26.09.1984 
(MsK-l, Gsu); МИНСКАЯ ОБЛАСТЬ, Воложинский район, в ельнике лишай-
никовом на сосне, А. П. Яцына, 09.09.1973 (MsKu, Gsu); Дзержинский район, 
Негорельский с/с, 2 км СВ д. Скородное, в сосняке елово-мшистом на березе, 
М. А. Джус, 12.05.2004 (MsKu, Gsu); Любенский район, 10 км ЮЗ д. Тиль, на 
обочине дороги, Г. Н. Антонов, 20.07.1976 (MsK-l, Gsu); Мядельский район, ЛЗ 
«Голубые озера», окр. оз. Большой Болтик, в ельнике черничном у дороги на ели, 
В. В. Голубков, 12.05.1983 (MsK-l, Gsu); ЛЗ «Голубые озера», окр. оз. Болтик, на 
березе, В. В. Голубков, 12.05.1982 (MsK-l, Gsu); ЛЗ «Голубые озера», окр. оз. Яч-
менец, на ели, В. В. Голубков, 02.05.1981 (MsK-l, Gsu); ЛЗ «Голубые озера», по 
направлению к д. Лынтупы, в сосняке березово-черничном, на березе, В. В. Голуб-
ков, 09.08.1978 (MsK-l, Gsu); НП «Нарочанский», Константиновское л-во, кв. 81, 
выд. 20, 2,3 км ЮЗ д. Ольшево, 54°56’3.00»n, 26°20’3.81»e, в ельнике кисличном 
на ели, П. Н. Белый, 18.08.2011 (MsKh-6625, Gsu); 6 км СВ д. Мельники, в сосня-
ке чернично-мшистом на березе (MsKu, Gsu); окр. д. Степеново, в сосняке чер-
ничном на сосне, В. В. Голубков, 11.07.1978 (MsKu, Gsu); окр. оз. Нарочь, на 
рябине, Н. О. Цеттерман, 25.04.1946 (MsKu, Gsu); окр. оз. Нарочь, д. Степеново, 
в сосняке мшистом на сосне, В. В. Голубков и Котов, 18.07.1979 (MsKu, Gsu); 
окр. д. Ольшево, в ельнике черничном на ели, В. В. Голубков, 08.08.1977 (MsK-l, 
Gsu); МОГИЛЕВКАЯ ОБЛАСТЬ, Горецкий район, г. Горки, в сосново-березо-
вой роще на сосне, 07.07.1929 (MsK-l, Gsu); Осиповичский район, ЛЗ «Свис-
лочско-Березинский», окр. д. Елизово, М. А. Иванова и Кодун, 19.07.2008 (Gsu).

Хемотип II. БРЕСТСКАЯ ОБЛАСТЬ, Каменецкий район, НП «Беловеж-
ская пуща», Королево-Мостовское л-во, кв. 745, в дубраве на ели, В. В. Голуб-
ков, 17.07.1984 (MsK-l, Gsu); Пружанский район, НП «Беловежская пуща», 
Переровское л-во, кв. 590, в дубраве чернично-кисличной на дубе, В. В. Голубков, 
26.07.1983 (MsK-l, Gsu); ВИТЕБСКАЯ ОБЛАСТЬ, Браславский район, окр. 
г. Браслав, на березе, Н. В. Горбач, май 1950 (MsK-l, Gsu); Верхнедвинский 
район, 3 км ЮВ д. Прошки, дорога Игналино-Прошки (10–11 км), в ельнике чер-
нично-мшистом, у дороги на осине, В. В. Голубков, 16.06.1986 (MsK-l, Gsu); 
Лепельский район, Березинский биосферный заповедник, Домжерицкое л-во, 
кв. 314, в сосняке мшистом на сосне, П. Н. Белый, 29.09.2006 (MsKh-6575, Gsu); 
то же л-во, кв. 350, окр. д. Савский Бор, в сосняке мшистом на березе, П. Н. Бе-
лый, 02.09.2006 (MsKh-6613, Gsu); Березинский биосферный заповедник, Па-
ликское л-во, кв. 650, выд. 11, в осиннике дубово-кисличном на ели, П. Н. Белый, 
23.06.2008 (MsKh-6603, Gsu); Березинский биосферный заповедник, по дороге 
из д. Крайцы в д. Броды, в смешанном лесу на березе, Н. В. Горбач, 20.10.1962 
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(MsK-l, Gsu); Россонский район, 2 км ЮЗ д. Межно, в сосняке елово-березо-
во-мшистом на березе, В. В. Голубков, 02.09.1988 (MsK-l, Gsu); окр. заказника 
«Большое моховое болото», 13 км СЗ д. Юховичи, у дороги на березе, В. В. Голуб-
ков, 01.09.1988 (MsK-l, Gsu); там же, у края верхового болота, в сосняке мши-
стом на березе, В. В. Голубков, 03.10.1986 (MsK-l, Gsu); окр. д. Юховичи, в ель-
нике сфагновом на ольхе черной, В. В. Голубков, 29.08.1987 (MsK-l, Gsu); окр. 
д. Юховичи, в сосняке березово-черничном на гнилом пне березы, В. В. Голубков, 
29.09.1987 (MsK-l, Gsu); окр. оз. Моховое, окраина болота, в сосняке чернич-
но-кисличном на березе пушистой, В. В. Голубков, 14.10.1984 (MsK-l, Gsu); ГО-
МЕЛЬСКАЯ ОБЛАСТЬ, Лельчицкий район, НП «Припятский», Млынокское 
л-во, кв. 561, 2 км СЗ д. Симоничский Млынок, в ельнике черничном со сфагну-
мом на ели, В. В. Голубков, 16.08.1982 (MsK-l, Gsu); МИНСКАЯ ОБЛАСТЬ, 
Воложинский район, окр. д. Яцково и пос. Первомайский, в сосняке березо-
во-вересково-мшистом на березе, 09.09.1972 (MsKu, Gsu); Логойский район, 
г.п. Плещеницы, в сосняке лишайниковом на березе, В. В. Голубков (MsKu-1259, 
Gsu); Мядельский район, ЛЗ «Голубые озера», окр. оз. Большой Болтик, в ель-
нике черничном на ели, В. В. Голубков, 12.05.1983 (MsK-l, Gsu); Константи-
новское л-во, кв. 51, в ельнике мшистом на березе, В. В. Голубков, 02.05.1974 
(MsK-l, Gsu); Слуцкий район, сев. окр. д. Хиноловка, на опушке леса у дороги, 
на дубе, 06.06.1987 (MsK-l, Gsu).

Заключение
В результате ревизии 462 гербарных образцов лишайников рода Usnea с ис-

пользованием метода тонкослойной хроматографии было выявлено два вида ли-
шайников рода Usnea, содержащих скваматовую и тамноловую кислоты – Usnea 
florida (9 образцов, или 1,9 % от количества исследованных) и U. subfloridana 
(97 образцов, или 21,0 % от количества исследованных). Для данных видов нами 
приведены морфологические описания, их химический состав, особенности эко-
логии и данные по распространению на территории страны. Следует отметить, 
что в Беларуси Usnea florida является крайне редким видом и включен в Красную 
книгу Республики Беларусь, в то время как Usnea subfloridana является одним из 
наиболее распространенных представителей рода Usnea.
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The revision of the available herbarium material of the lichen genus Usnea collected on 
the territory of Belarus in the period of 1924–2018 has been carried out. Using thin-layer 
chromatography, two species of Usnea containing squamatic and thamnolic acids have been 
identified, namely Usnea florida (9 specimens) and U. subfloridana (97 specimens). The article 
provides morphological descriptions of these species, their chemical composition, ecological 
features and data on their distribution on the territory of Belarus.
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Статья посвящена анализу зависимости биологической активности замещенных бен-
зоциклопентахинолинов и бензакридинов от расчетных физических параметров молекул: 
полной энергии системы, энергии высших занятых молекулярных орбиталей и низших ва-
кантных молекулярных орбиталей, молекулярной массы, числа атомов. Методом кванто-
во-химического моделирования путем проведения неэмпирических расчетов с уровнем тео-
рии HF/6-31G, была проведена полная оптимизация геометрических параметров и опреде-
лена электронная структура 18 сложных эфиров 4,5-дихлортиазолкарбоновой кислоты с 
замещенными бензоциклопентахинолинами и бензоакридинами.

Ключевые слова: гетероциклические соединения, бензоциклопентахинолины, бен-
закридины, конденсированные системы, сложные эфиры, квантово-химические расчеты, 
прогнозирование биологической активности.

Введение
Количественные зависимости структура-активность (Qsar) десятилетиями 

применяются при разработке взаимосвязей между физико-химическими свойства-
ми химических веществ и их биологической активностью для получения надежной 
модели прогнозирования активности новых химических соединений [1]. Такие мо-
дели, безусловно, позволяют уменьшить количество соединений, которые необхо-
димо синтезировать, облегчая выбор наиболее многообещающих кандидатов. При 
выяснении химической реакционной способности, а именно способности молеку-
лы образовывать стабильные комплексы и реагировать с биологическими молеку-

©  Волобуев В. С., Дикусар Е. А., Акишина Е. А., Шиканов С. С, 2024
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лами, часто используются такие квантово-химические характеристики, как энергия 
высшей занятой молекулярной орбитали eВЗМО и низшей вакантной молекулярной 
орбитали eНВМО, индексы реакционной способности Фукуи, дипольный момент 
распределения электростатического потенциала. К настоящему времени состояния 
квантовой физики и химии не только подтверждены и уточнены более ранние поло-
жения теории и модели квантовой механики [2, 3, 4], касающиеся строения вещества 
в конденсированном состоянии, но также преодолены сложности квантово-механи-
ческого расчета  многоатомных систем с большим количеством ядер, в том числе и 
для сложных органических молекул [5, 6]. Как результат этого, на данный момент 
достаточно хорошо развиты соответствующие приближенные методы различных 
компьютеризированных квантовых вычислений, дающие при корректном выборе 
необходимого базиса удовлетворительное согласие с экспериментом [7, 8]. 

Производные акридина широко исследуются в качестве потенциальных про-
тивораковых препаратов [9], противоопухолевое действие которых основано на 
связывании ДНК и ингибировании топоизомеразы [10]. 

Цель настоящей работы состояла в математической обработке результатов 
квантово-химического моделирования электронной структуры и некоторых физи-
ческих параметров ряда производных бензоциклопентахинолинов и бензакриди-
нов, обладающих потенциальной противоопухолевой активностью, с целью выяв-
ления корреляции между кинетикой и термодинамикой биологической активности 
от вычисленных параметров исследуемых соединений.

Методика
Использовалась квантово-химическая программа, находящаяся в открытом доступе 

(common Public license), которая высылалась по запросу ее разработчиками А. А. Гра-
новским (Химический факультет МГУ) firefly версия 8.0.0 rc для научных организа-
ций России и Беларуси бесплатно с условием некоммерческого использования.

Программа Microsoft excel 2019  использовалась для работы с электронными 
таблицами экспериментальных данных, подтверждения или отсутствия корреляци-
онных зависимостей путем расчета коэффициента корреляции и проверки его значи-
мости путем использования критерия Студента. Встроенный пакет анализа данных 
позволяет проводить общий статистический анализ данных, проводить проверку ги-
потез, применять как корреляционный, так и регрессионный анализ данных. Данный 
программный продукт давно и широко используется и применяется в научной среде 
в анализе данных в виду его простоты, функциональности и достаточной точности. 

На рисунках представлены корреляционные поля из корреляционного анализа 
(для усиления иллюстративного графического характера наличия или отсутствия 
связи между величинами). После этого на них были наложены так называемые 
линии тренда – на выбор, из встроенного метода аппроксимации данных Microsoft 
excel с возможностью выбора степени полинома (уравнения) и отображения вели-
чины (коэффициента) достоверности уравнения регрессии.

Основная часть
При оценке реакционной активности молекул и практически реализуемого расче-

та энергии перехода в возбужденное состояние первоочередный интерес представля-
ют собой двухуровневые системы [11, 12], характеризующиеся наличием определен-
ных состояний с наименьшей энергетической разностью между ними и в связи с этим 

https://ru.wikipedia.org/wiki/Common_Public_License
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BD%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D1%82%D0%B0%D0%B1%D0%BB%D0%B8%D1%86%D0%B0
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наибольшими коэффициентами вероятности перехода молекулы в энергетически 
ближайшее возбужденное состояние. Данный подход аналитически подтверждается 
интенсивностями соответствующих электронных и УФ-спектров [13, 14].

В соответствии с положениями квантовой теории, полная энергия многоча-
стичной системы есть гамильтониан этой системы частиц [4]. Это положение при-
менимо и к многоатомным молекулам (в данной работе число атомов в молеку-
лах варьируется от 50 до 66, таблица 1). Однако в случае многоатомных молекул, 
как показали в основополагающей статье e. Wigner и e. Witmer [15], связь между 
электронным термом молекулы и состоянием атомов неоднозначна по причине 
возможности существования молекул в различных электронных состояниях. Рас-
пределение электронных энергетических уровней атомов и молекул, а также их 
дисперсия напрямую зависит от количества частиц в системе [16, 17]. В связи с 
этим при увеличении количества атомов в молекуле происходит вырождение элек-
тронных уровней и, как правило, уменьшается ширина запрещенной зоны между 
электронными уровнями соединения. 

В случае многоатомных органических молекул в реальных условиях химиче-
ских реакций осуществление передачи энергии молекулам и картина зависимости 
энергии межуровневых переходов электронов от дисперсии уровней осложняется 
наличием стерических препятствий, диссипации энергии за счет вращательных 
и поступательных колебаний, как самой молекулы в целом, так и ее фрагментов, 
представленных атомами и группами атомов [18, 19]. 

В данной работе методом квантово-химического моделирования путем прове-
дения неэмпирических расчетов с уровнем теории hf/6-31G [20], на основе при-
ближения Хартри-Фока [21, 22, 23], была проведена полная оптимизация геоме-
трических параметров и определена электронная структура 18 сложных эфиров 
4,5-дихлортиазолкарбоновой кислоты с замещенными бензоциклопентахинолина-
ми и бензакридинами (соединения 1-18). 

Ниже на рисунке 1 представлена структура исследуемых соединений с потен-
циальной противоопухолевой активностью, а также схема их синтеза.

r2
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n
h

r1

r2

(ch2)n

(ch2)n

O
O

O
1-18

r2 = h 1-3, 7-9, 13-15;         r3 = h 1-12;
r2 = 3-Och3 4, 10, 16;         r3 = ch3 13-18;
r2 = 2-Och3 5, 11, 17;  
r2 = 2-Oc2h5 6, 12, 18;

1

2
3

1- 1, 7, 13; 
2- 2, 4, 8, 10, 14, 16;
3- 3, 5, 6, 9, 11, 12, 15, 17, 18.

nh2

chO

r3

r3
r3

r3

Buoh

r1  =
n

s

cl

cl

cO2
n = 0   1-6, 
n = 1   7-18;

Рисунок 1 – Схема получения исследованных соединений 1-18
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Путем анализа разности энергий высшей занятой молекулярной орбитали 
(ЕВЗМО) и энергии низшей вакантной молекулярной орбитали (ЕНВМО) по методу 
Фукуи [24] (формула 1), вычислены наиболее (соединение 12) и наименее (соеди-
нение 9) перспективные эфиры для проведения их биологического тестирования.

    ∆f = | ЕВЗМО − ЕНВМО |.                (1)

Численные результаты проведенного квантово-химического моделирования, 
расчет ∆f для указанных выше структур, а также вычисленные значения полной 
энергии системы (ef, атомные единицы Хартри), энергии высших занятых моле-
кулярных орбиталей (ЕВЗМО, eV) и низших вакантных молекулярных орбиталей 
(ЕНВМО, eV), разности энергий ВЗМО и НВМО (∆f, eV), дипольные моменты (D, 
Db), молекулярная масса (М, дальтон), общее число атомов (n) соединений 1-18, 
представлены в таблице 1.

Проведенное нами квантово-химическое моделирование рассматриваемых 
молекул показало, что наиболее термодинамически устойчивыми (максимальная 
величина полной энергии системы со знаком «−», ef, выраженная в атомных еди-
ницах) являются мета-изомеры исследованных соединений (2, 4, 8, 10, 14, 16). 

Примечание. М – молекулярная масса, N – общее число атомов, положение – 
эта графа указывает на расположение фармакофорного заместителя (фрагмента  
сложного эфира 4,5-дихлортиазолкарбоновой кислоты) относительно С–С кова-
лентной связи между бензоциклопентахинолинами 1-6 или бензакридинами 7-18 
в ароматическом заместителе: орто- (1,2-замещение), мета- и изованилин (1,3-за-
мещение), пара-, ванилин и ванилаль (1,4-замещение); изованилин, ванилин, вани-
лаль – рациональные названия линкерных фрагментов, использованных для кон-
струирования соединений 4-6, 10-12, 16-18.

Дипольные моменты исследованных соединений хорошо объясняются простран-
ственным расположением сложноэфирных заместителей в ароматическом фрагменте 
и имеют максимальные значения у пара-изомеров (3, 5, 6, 9, 11, 12, 15, 17, 18), так как 
в этом случае длина диполя при возбуждении молекулы и переносе заряда будет мак-
симальной в сравнении с однотипными соединениями рассматриваемого ряда. 

Как видно из данных таблицы 1, значение |ЕВЗМО| выше у пара-изомеров (3, 9, 
15, а также 17, 18). Это может быть объяснено лучшей стабилизацией системы 
вследствие наличия большего количества резонансных структур, и как следствие, 
большей делокализацией электронной плотности и заряда. В соответствии с вы-
шеизложенным, наблюдается та же закономерность в корреляции между значени-
ем |ЕНВМО| и пространственным строением рассматриваемых соединений: пара-и-
зомеры (3, 9, 15, а также 17, 18) характеризуются наибольшими значениями |ЕНВМО|. 
В результате этого пара-изомеры характеризуются наибольшими значениями раз-
ности ∆f энергетических электронных уровней ВЗМО и НВМО. 

Согласно данным таблицы 1, соединением, характеризующимся минимальным 
значением ∆f в рассматриваемом ряду соединений, является 2-этокси-4-(11-ок-
со-7,8,9,10,11,12-гексагидробензо[a]акридин-12-ил)фенил-4,5-дихлоризотиа-
зол-3-карбоксилат (12), что свидетельствует о возможных меньших энергетиче-
ских затратах при возбуждении данной молекулы и, как следствие, существенно 
большей ее реакционной способности [25], перспективности использования в 
фармакокинетике и эффективности цитостатического действия данного вещества 
в лечении онкозаболеваний.
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На рисунках 1–3 приведены корреляционные поля для значений, указанных в 
таблице 1 физических величин, характеризующих физические свойства соедине-
ний 1-18. Линейный парный коэффициент детерминации для случаев б) и в) ри-
сунка 1 был равен  0,64 (умеренная связь) и 0,99 (сильная связь) соответственно.

Линейный парный коэффициент детерминации для случаев б) и в) рисунка 2 
был равен  0,9963 (сильная связь) и 0,9963 (сильная связь) соответственно. Ли-
нейный парный коэффициент детерминации для случаев б) и в) был равен  0,63 
(умеренная связь) и 0,99 (сильная связь) соответственно.

При сравнении рисунков 1 и 2, видно, что снятие байеровского напряжения 
при переходе от производных 1,3-циклопентандиона к производным 1,3-циклогек-
сандиона приводит к отсутствию зависимости ∆f от D, что может быть объяснено 
пространственным удалением электронных орбиталей соответствующих связей и 
ослаблением гиперконьюгации.

а б 

в
Рисунок 1 – Корреляционные зависимости для производных 1,3-циклопентандиона 1–6:  

а – интерполяция зависимости ∆f от D полиномом второй степени; б – линейная 
корреляция величин ef и M (коэффициент детерминации 0,99 – сильная связь);  

в – линейная корреляция ЕНВМО и D (коэффициент детерминации 0,63)

Данные рисунка 3 позволяют сделать вывод, что введение двух метильных 
групп во фрагмент 1,3-циклогександиона обуславливает появление гиперконъюга-
ции и вследствие этого наличие линейной корреляции зависимости ∆f от D.
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а б

в
Рисунок 2 – Корреляционные зависимости для производных 1,3-циклогександиона 7-12: 

а – отсутствие зависимости ∆f от D; б – линейная корреляция величин ef и M  
(коэффициент детерминации 0,9963 – сильная связь); в – отсутствие линейной  
корреляции ЕНВМО и D (коэффициент детерминации 0,0844 – отсутствие связи)

а б

в
Рисунок 3 – Корреляционные зависимости для производных  

5,5-диметилциклогексан-1,3-диона 13-18: а – линейная корреляция между 
величинами ∆f от D; б – линейная корреляция величин ef и M (коэффициент 

детерминации 0,9786 – сильная связь); в – отсутствие линейной корреляции ЕНВМО  
и D (коэффициент детерминации 0,1471 – отсутствие связи)
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Заключение
1. По результатам расчета при квантово-механическом моделировании по 

методу Хартри-Фока с уровнем теории hf/6-31G определена потенциально ци-
тостатически активная структура (12) с минимальной энергетической разностью 
между уровнями ВЗМО и НВМО ∆f, равной 9,183915 eV, в случае использования 
которой ожидается наилучшая фармакокинетическая активность в лечении онко-
заболеваний.

2. Показано, что нет линейной связи между величинами ∆f от D. Скорее всего, 
эта связь имеет нелинейный характер. Интерполяция зависимости ∆f от D пока-
зала хорошее приближение полиномом второй степени (квадратным уравнением). 
Это может быть использовано для моделирования данной зависимости в необхо-
димых диапазонах, где отчасти еще нет экспериментальных данных, но есть необ-
ходимость приближенно посчитать ∆f.

3. Отсутствие линейной связи между величинами ЕНВМО и D в случае соедине-
ний 7-18 объясняется наличием существенно большего количества  частиц в соот-
ветствующих молекулах, увеличением числа энергетических состояний  и в связи 
с этим более сложным распределением  электронных термов данных соединений. 

4. При увеличении числа атомов в однотипных органических соединениях на-
блюдается закономерное линейное увеличение их полной энергии ef с одновре-
менным наличием некоторых отклонений в связи с влиянием пространственного 
строения соединений на распределение зарядов, энергию колебания и гиперко-
ньюгацию: пара-изомеры имеют более высокое значение ef и ∆f, нежели мета- и 
орто-изомеры.

5. Введение объемных заместителей в фрагмент 1,3-циклогександиона обусла-
вливает появление линейной корреляции зависимости ∆f от D посредством гипер-
конъюгации, что позволяет в некотором интервале изменять физические свойства 
моделируемых веществ.

Химические названия исследованных соединений, приведенные по системе 
ИЮПАК [26].

2-(10-Оксо-8,9,10,11-тетрагидро-7H-бензо[f]циклопента[b]хинолин-11-ил)фе-
нил 4,5-дихлоризотиазол-3-карбоксилат (1). 

3-(10-Оксо-8,9,10,11-тетрагидро-7H-бензо[f]циклопента[b]хинолин-11-ил)фе-
нил 4,5-дихлоризотиазол-3-карбоксилат (2). 

4-(10-Оксо-8,9,10,11-тетрагидро-7H-бензо[f]циклопента[b]хинолин-11-ил)фе-
нил 4,5-дихлоризотиазол-3-карбоксилат (3). 

2-Метокси-5-(10-оксо-8,9,10,11-тетрагидро-7H-бензо[f]циклопента[b]хино-
лин-11-ил)фенил 4,5-дихлоризотиазол-3-карбоксилат (4). 

2-Метокси-4-(10-оксо-8,9,10,11-тетрагидро-7H-бензо[f]циклопента[b]хино-
лин-11-ил)фенил 4,5-дихлоризотиазол-3-карбоксилат (5). 

2-Этокси-4-(10-оксо-8,9,10,11-тетрагидро-7H-бензо[f]циклопента[b]хино-
лин-11-ил)фенил 4,5-дихлоризотиазол-3-карбоксилат (6). 

2-(11-Оксо-7,8,9,10,11,12-гексаагидробензо[а]акридин-12-ил)фенил 4,5-дихло-
ризо-тиазол-3-карбоксилат (7). 

3-(11-Оксо-7,8,9,10,11,12-гексаагидробензо[а]акридин-12-ил)фенил 4,5-дихло-
ризо-тиазол-3-карбоксилат (8). 

4-(11-Оксо-7,8,9,10,11,12-гексагидобензо[a]акридин-12-ил)фенил 4,5-дихлори-
зо тиазол-3-карбоксилат (9). 
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2-Метокси-5-(11-оксо-7,8,9,10,11,12-гексаагидробензо[а]акридин-12-ил)фенил 
4,5-дихлоризотиазол-3-карбоксилат (10). 

2-Метокси-4-(11-оксо-7,8,9,10,11,12-гексагидобензо[a]акридин-12-ил)фенил 
4,5-дихлоризотиазол-3-карбоксилат (11). 

2-Этокси-4-(11-оксо-7,8,9,10,11,12-гексагидобензо[a]акридин-12-ил)фенил 
4,5-дихлоризотиазол-3-карбоксилат (12). 

2-(9,9-Диметил-11-оксо-7,8,9,10,11,12-гексаагидробензо[а]акридин-12-ил)фе-
нил 4,5-дихлоризотиазол-3-карбоксилат (13). 

3-(9,9-Диметил-11-оксо-7,8,9,10,11,12-гексаагидробензо[а]акридин-12-ил)фе-
нил 4,5-дихлоризотиазол-3-карбоксилат (14).

4-(9,9-Диметил-11-оксо-7,8,9,10,11,12-гексаагидро-бензо[а]акридин-12-ил)фе-
нил 4,5-дихлоризотиазол-3-карбоксилат (15).

2-Метокси-5-(9,9-диметил-11-оксо-7,8,9,10,11,12-гексаагидро-бензо[а]акри-
дин-12-ил)фенил 4,5-дихлоризотиазол-3-карбоксилат (16).

2-Метокси-4-(9,9-диметил-11-оксо-7,8,9,10,11,12-гексаагидробензо[а]акри-
дин-12-ил)фенил 4,5-дихлоризотиазол-3-карбоксилат (17).

2-Этокси-4-(9,9-Диметил-11-оксо-7,8,9,10,11,12-гексаагидробензо[а]акридин-
12-ил)фенил 4,5-дихлоризотиазол-3-карбоксилат (18).

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского 
фонда фундаментальных исследований, грант Х22-038.
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Volobuev V. s., Dikusar E. A., Akishina E. A., shikanov s. s.  analySiS oF 
THE DEPENDENCE OF BIOLOGICAL ACTIVITY ON SOME CALCULATED 
PHYSICAL PARAMETERS OF BENZOCYCLOPENTAQUINOLINE AND 
BENZACRIDINE MOLECULES

The article is devoted to the analysis of the correlation dependence of the biological activity of 
substituted benzocyclopentaquinolines and benzacridines on the calculated physical parameters 
of the molecules: the total energy of the system, the energy of the highest occupied molecular 
orbitals and the lowest vacant molecular orbitals, molecular weight, number of atoms. Using the 
quantum chemical modeling method through ab initio calculations at the HF/6-31G level of theory, 
a complete optimization of geometric parameters has been carried out and the electronic structure 
of 18 esters of 4,5-dichlorothiazolecarboxylic acid with substituted benzocyclopentaquinolines 
and benzoacridines has been determined.

Keywords: heterocyclic compounds, benzocyclopentaquinolines, benzacridines, condensed 
systems, esters, quantum chemical calculations, prediction of biological activity.
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