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МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ 

УДК 512.548

СТЕПЕНИ ЭЛЕМЕНТов В ПОЛИАДИЧЕСКИХ
полуГРУППАХ специального вида

А. М. Гальмак
доктор физико-математических наук, профессор
Белорусский государственный университет пищевых и химических технологий

В статье изучаются степени элементов в полиадических полугруппах специального 
вида, то есть в полиадических полугруппах с l-арной операцией ηs, σ, k, которая называет-
ся полиадической операцией специального вида и определяется на декартовой степени Ak 
n-арной полугруппы < A, η > с помощью подстановки σ ∊ Sk, удовлетворяющей условию 
σl = σ, и n-арной операции η.

Ключевые слова: полиадическая операция, n-арная полугруппа, степень эле-
мента.

© Гальмак А. М., 2024

    

Введение 
Данная статья посвящена изучению степеней элементов в l-арных полугруп-

пах специального вида < Ak, s, , k >. В ней доказаны результаты, позволяющие для 
каждого элемента a l-арной полугруппы < Ak, s, , k > находить его полиадические 
степени a[ν], компоненты которых выражаются через компоненты элемента a с по-
мощью n-арной операции  n-арной полугруппы, на декартовой степени которой 
построена указанная l-арная полугруппа. 

Взяв за основу определение Поста [1] полиадической степени элемента  
n-арной группы, определим степень элемента n-арной полугруппы. 

Назовѐм ν-ой n-адической степенью элемента a n-арной полугруппы < A,  > 
элемент этой же n-арной полугруппы, обозначаемый символом a[ν] и определяе-
мый следующим образом: 

a[ν] = a, если ν = 0, 

a[ν] = ( 
1)1(  n

aa ), если ν > 0. 

Замечание.  В полугруппе полиадическая степень и обычная степень одного 
и того же элемента связаны равенством 

a[ν] = aν+1, ν ≥ 0. 

В частности, a[0] = a1 = a. 
Всю необходимую информацию, используемую в данной статье, в том числе 

об операции s, , k и ее частном случае – операции [ ]s+1, , k, можно найти в [2, 3]. 
В статье существенно используется следующая теорема. 
Теорема [2]. Если < A,  > – n-арная полугруппа, подстановка  удовлетворя-

ет условию l = , то < Ak, s, , k > – l-арная полугруппа. 
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1. Основной результат 
Согласно теореме из введения, если < A,  > – n-арная полугруппа, подстанов-

ка  удовлетворяет условию l = , то < Ak, s, , k > l-арная полугруппа. Укажем 
для каждого элемента этой l-арной полугруппы его ν-ую l-адическую степень. 

Теорема 1.1.  Пусть < A,  > – n-арная полугруппа, подстановка   Sk удов-
летворяет условию l = , a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной полу-
группы < Ak, s, , k >, 

j = )()( 2 jj laa   , j = 1, , k. (1.1) 

Тогда ν-ая l-адическая степень a[ν] элемента a имеет вид (b1, , bk), где 

bj = aj, если ν = 0, 

bj = (





 jjjjj aaa ) = ( jjjjj aaa





 ), если ν > 0, (1.2) 

то есть 
a[ν] = a, если ν = 0, 

a[ν] = ((  


 11111 aaa ), , (  


 kkkkk aaa )) = 

= (( 11111 aaa  


 ), , ( kkkkk aaa  


 )), если ν > 0. 

Доказательство. Для ν = 0 доказывать нечего. 
Если ν > 0, то положим 

a[ν] = s, , k( 
1)1(  l

aa ) = (b1, , bk). 

Из этого равенства, принимая во внимание определение l-арной операции 
s, , k, тождественность подстановки l–1, получим 

bj = ( )()()( 12 jjjj ll aaaa    )

1

)()()()()()( 1212
  




  jjjjjj llll aaaaaa  = 

= ( )()( 2 jjj laaa   )

1

)()()()( 22
  




  jjjjjjj aaaaaaa ll  = 

= ( ))()()()( 22
  




  jjjjjjj aaaaaaa ll , 

то есть 
bj = ( ))()()()( 22

  




  jjjjjjj aaaaaaa ll . 

Из полученного равенства и равенства (1.1) вытекает 
bj= (





 jjjjj aaa ). 
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Следовательно, верно первое равенство в (1.2) для любого j  {1, , k}, а зна-
чит, ввиду ассоциативности n-арной операции , верно и второе равенство в (1.2). 
Теорема доказана. 

Покажем, что если в теореме 1.1 подстановка  оставляет неподвижным неко-
торый символ, то компонента элемента a[ν], индекс которой совпадает с этим сим-
волом, имеет вид, указанный в следующем предложении. 

Предложение 1.1. Пусть < A,  > – n-арная полугруппа, подстановка  из Sk 
удовлетворяет условию l =  и оставляет неподвижным символ m, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной полугруппы < Ak, s, , k >. Тогда m-я 
компонента bm элемента a[ν] = (b1, , bk) имеет вид 

bm = ][sv
ma . 

Доказательство. Так как 
a[0] = a = (a1, , ak), ]0[s

ma  = ]0[
ma  = am, 

то для ν = 0 равенство из формулировки предложения верно. 
Так как подстановка  оставляет неподвижным символ m, то последователь-

ность m из формулировки теоремы 1.1 имеет вид 
m =  

2l
mm aa , 

а для ν > 0 элемент bm переписывается в виде 

bm = (
  
  

v

m
l

mmm
l

mmm aaaaaaa
22 

) = 

= (  
1)1(  l

mm aa ) = (  
1)1(  ns
mm aa ) = ][sv

ma . 

Предложение доказано. 
В следующей теореме, в отличие от теоремы 1.1, указан порядок подстанов-

ки . Это позволило более детально описать компоненты полиадических степеней 
элементов l-арной полугруппы < Ak, s, , k >. 

Теорема 1.2.  Пусть < A,  > – n-арная полугруппа, порядок подстановки  из 
Sk делит натуральное d, l = td + 1 для некоторого натурального t, a = (a1, , ak) – 
произвольный элемент l-арной полугруппы < Ak, s, , k >, 

j = )()( 1 jj daa   , j = 1, , k. (1.3) 

Тогда 
a[ν] = a, если ν = 0, 

a[ν] = ((  



t

aaa 11111 ), , (  



t

kkkkk aaa )) = 

= (( 11111 aaa
t
 



 ), , ( k
t

kkkk aaa  


 )), если ν > 0. (1.4) 

Доказательство. Так как порядок подстановки  делит d, то из условия 
l = td + 1 следует, что порядок подстановки  делит также l – 1. Следовательно, 
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подстановка  удовлетворяет условию l = . Таким образом, выполнены условия 
теоремы из введения, согласно которой < Ak, s, , k > – l-арная полугруппа. 

По условию порядок подстановки  делит d, и l = td + 1. Поэтому d – тожде-
ственная подстановка и, кроме того, 

)()( 2 jj laa    = 
  


1

)()()()( 11



 

t

jjjjjj aaaaaa dd )()( 1 jj daa    

или, учитывая равенство (1.3), 

)()( 2 jj laa    = 



1


t

jjjj aa j. (1.5) 

Для ν = 0 доказывать нечего. 
Если ν > 0, то, как и в теореме 1.1, положим 

a[ν] = s, , k( 
1)1(  l

aa ) = (b1, , bk). 

Проведя те же вычисления, что и в теореме 1.1, получим 
bj= ( ))()()()( 22

  




  jjjjjjj aaaaaaa ll . 

Из этого равенства и равенства (1.5) вытекает 
bj = (

  











 jj

t

jjjjjj

t

jjjjj aaaaaaa
11

) = 

= (

  










t

jjjj

t

jjjjj aaaaa ) = (



tv

jjjjj aaa  ), 

то есть 
bj = (



tv

jjjjj aaa  ) 

для любого j  {1, , k}. Следовательно верно первое равенство в (1.4), а значит, 
ввиду ассоциативности n-арной операции , верно и второе равенство в (1.4). Тео-
рема доказана. 

Замечание 1.1.  Ясно, что теорема 1.1 вытекает из теоремы 1.2 при t = 1 
(d = l – 1). 

Замечание 1.2. В теореме 1.2 в качестве подстановки  можно взять подста-
новку порядка d, в частности, цикл длины d. Если же в качестве подстановки  в 
указанной теореме взять подстановку порядка d = l – 1, то t = 1 в формулах, опи-
сывающих компоненты степени a[ν]. 

Замечание 1.3.  Если a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной полу-
группы < Ak, [ ]l, , k >,  – тождественная подстановка, то согласно определению 
полиадической степени имеем 

a[ν] = ( 
1)1(  l

aa ) = (    
1)1(

11 ),,(),,(
 l

kk aaaa ) = 
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= (( ),
1)1(
11 

 l

aa , , ( ),
1)1(

 l

kk aa ). (1.6). 

Если теперь в теореме 1.2 d = 1, то есть  – тождественная подстановка, то 
t = l – 1, а последовательность (1.3) – пустая. В этом случае равенство (1.4) прини-
мает вид (1.6). Следовательно, случай тождественной подстановки содержится в 
теореме 1.2 при d = 1. 

Для тождественной подстановки имеет место предложение, устанавливающее 
связь между степенями элементов в l-арной полугруппе < Ak, s, , k > и степенями 
компонент этих элементов в n-арной полугруппе < A,  >. 

Предложение 1.2. Пусть < A,  > – n-арная полугруппа,  – тождественная 
подстановка из Sk, a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной полугруппы 
< Ak, s, , k >. Тогда для любого ν ≥ 0 верно равенство 

a[ν] = ( ][
1

sva , , ][sv
ka ). 

Доказательство. Ясно, что для ν = 0 равенство из формулировки теоремы 
верно. 

Так как l – 1 = s(n – 1), то для любого j  {1, , k} верно равенство 

( ),
1)1(



 l

jj aa  = ( ),
1)1(



 ns

jj aa  = ][sv
ja , ν > 0. 

Таким образом, ввиду (1.6), формула из условия предложения верна для любого 
ν ≥ 0. Предложение доказано. 

Если в теореме 1.2 d = n – 1, то l – 1 = t(n – 1), откуда и из равенства  
l – 1 = s(n – 1) следует t = s. Поэтому теорема 1.2 позволяет сформулировать сле-
дующий результат. 

Теорема 1.3.  Пусть < A,  > – n-арная полугруппа, порядок подстановки  из 
Sk делит n – 1, a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной полугруппы 
< Ak, s, , k >, 

j = )()( 2 jj naa   , j = 1, , k. 

Тогда 
a[ν] = a, если ν = 0, 

a[ν] = ((  



s

aaa 11111 ), , (  



s

kkkkk aaa )) = 

= (( 11111 aaa
s
 



 ), , ( k
s

kkkk aaa  


 )), если ν > 0. 

Если порядок δ подстановки  делит n – 1, то есть n = rδ + 1 для некоторого 
натурального r, то δ делит также l – 1, так как из l = s(n – 1) + 1 следует l = tδ + 1, 
где t = sr. Поэтому, если в теореме 1.2 в качестве подстановки  взять подстановку 
порядка δ, то можно сформулировать следующую теорему. 

Теорема 1.4. Пусть < A,  > – n-арная полугруппа,  – подстановка из Sk по-
рядка δ, n = rδ + 1 для некоторого натурального r, a = (a1, , ak) – произвольный 
элемент l-арной полугруппы < Ak, s, , k >, 

j = )()( 1 jj aa   , j = 1, , k. 
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Тогда 
a[ν] = a, если ν = 0, 

a[ν] = ((  



sr

aaa 11111 ), , (  



sr

kkkkk aaa )) = 

= (( 11111 aaa
sr
 


 ), , ( k
sr

kkkk aaa  


 )), если ν > 0. 

Замечание 1.4.  В теоремах 1.1 –1.4 случай ν = 0 можно считать содержащим-
ся в формулах для случая ν > 0, если считать (a) = a для любого a  А. Будем 
иметь это в виду при формулировке следующего и других подобных результатов. 

 
2. Случай цикла (12  d) 

Следующая теорема получается из теоремы 1.2,если в ней  – цикл (12  d). 
Теорема 2.1.  Пусть < A,  > – n-арная полугруппа, d ≤ k, l = td + 1 для некото-

рого натурального t, ν ≥ 0, a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной полу-
группы < Ak, s, (12  d), k >, 

j = aj+1  ada1  aj–1, j = 1, , d. (2.1) 

Тогда a[ν] = (b1, , bk), где 

bj = (






t

jjjjj aaa ) = ( j

t

jjjj aaa





 ), j = 1, , d, (2.2) 

bd+1 = ][
1

sv
da  , , bk = ][sv

ka . (2.3) 

Доказательство. Если ν = 0, то последовательности 






t

jjjj aa , 






t

jjjj aa  

– пустые, а равенства (2.2) и (2.3) принимают вид 
b1 = a1, , bk = ak. 

Следовательно, для нулевой степени a[0] теорема верна. 
Если  – цикл (12  d), то 

(j) = j + 1, 

2(j) = ((j)) = (j + 1) = j + 2, 
 

d–j(j) = (d–1–j(j)) = (d – 1) = d, 

d+1–j(j) = (d–j(j)) = (d) = 1, 
 

d–1(j) = (d–2(j)) = (j – 2) = j – 1, 

d(j) = (d–1(j)) = (j – 1) = j. 
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Поэтому для j = 1, , d последовательности j из теоремы 1.2, определяемые 
равенствами (1.3), принимают вид (2.1). Таким образом, компоненты b1, , bd оп-
ределяются равенством (2.2). 

Для компонент bd+1, , bk применяется предложение 1.1.Теорема доказана. 
Замечание 2.1.  Выпишем все компоненты bj степени a[ν] из теоремы 2.1. 

a[ν] = (b1 = (    
t

dd aaaaaaa 12121 ), 

b2 = (    
t

dd aaaaaaaaa 2132132 ), 

b3 = (    
t

dd aaaaaaaaaaa 321432143 ), 

 

bd–1 = (    




t
ddddddd aaaaaaaaa 1211211 ), 

bd = (    




t
ddddd aaaaaaa 1111 ), 

bd+1 = ][
1

sv
da  , , bk = ][sv

ka ) = 

= (b1 = ( 12121 aaaaaaa
t

dd    


), 

b2 = ( 2132132 aaaaaaaaa
t

dd    


), 

b3 = ( 321432143 aaaaaaaaaaa
t

dd    


), 

 

bd–1 =( 1211211 



 d
t

dddddd aaaaaaaaa     ), 

bd = ( d
t

dddd aaaaaaa    


 1111 ), 

bd+1 = ][
1

sv
da  , , bk = ][sv

ka ). 

Если порядок d цикла (12  d) делит n – 1, то теорема 2.1 позволяет сформу-
лировать ещѐ одну теорему. 

Теорема 2.2.  Пусть < A,  > – n-арная полугруппа, d ≤ k, n = rd + 1 для неко-
торого натурального r, ν ≥ 0, a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной полу-
группы < Ak, s, (12  d), k >, 

j = aj+1  ada1  aj–1, j = 1, , d. 

Тогда a[ν] = (b1, , bk), где 
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bj = ((






sr

jjjjj aaa )) = ( j

sr

jjjj aaa





 ), 

bd+1 = ][
1

sv
da  , , bk = ][sv

ka . 

Следующие две теоремы получаются из теорем 2.1 и 2.2, если в них положить 
d = k. 

Теорема 2.3.  Пусть < A,  > – n-арная полугруппа, l = tk + 1 для некоторого 
натурального t, ν ≥ 0, a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной полугруппы 
< Ak, s, (12  k), k >. Тогда 

a[ν] = (b1 = (    
t

kk aaaaaaa 12121 ), 

b2 = (    
t

kk aaaaaaaaa 2132132 ), 

b3 = (    
t

kk aaaaaaaaaaa 321432143 ), 

 

bk–1 = (    




t
kkkkkkk aaaaaaaaa 1211211 ), 

bk = (    




t
kkkkk aaaaaaa 1111 )) = 

= (b1 = ( 12121 aaaaaaa
t

kk    


), 

b2 = ( 2132132 aaaaaaaaa
t

kk    


), 

b3 = ( 321432143 aaaaaaaaaaa
t

kk    


), 

 

bk–1 =( 1211211 



 k
t

kkkkkk aaaaaaaaa     ), 

bk = ( k
t

kkkk aaaaaaa    


 1111 )). 

Теорема 2.4.  Пусть < A,  > – n-арная полугруппа, n = rk + 1 для некоторого 
натурального r, ν ≥ 0, a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной полугруппы 
< Ak, s, (12  k), k >. Тогда 

a[ν] = (b1 = (    
sr

kk aaaaaaa 12121 ), 

b2 = (    
sr

kk aaaaaaaaa 2132132 ), 
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b3 = (    
sr

kk aaaaaaaaaaa 321432143 ), 

 
bk–1 = (    





sr
kkkkkkk aaaaaaaaa 1211211 ), 

bk = (    




sr
kkkkk aaaaaaa 1111 )) = 

= (b1 = ( 12121 aaaaaaa
sr

kk    


), 

b2 = ( 2132132 aaaaaaaaa
sr

kk    


), 

b3 = ( 321432143 aaaaaaaaaaa
sr

kk    


), 

 
bk–1 =( 1211211 



 k
sr

kkkkkk aaaaaaaaa     ), 

bk = ( k
sr

kkkk aaaaaaa    


 1111 )). 

Следующая теорема получается из теоремы 2.3, если в ней положить k = n – 1. 
Теорема 2.5.  Пусть < A,  > – n-арная полугруппа, ν ≥ 0, a = (a1, , an–1) – 

произвольный элемент l-арной полугруппы < An–1, s, (12  n–1), n–1 >. Тогда 
a[ν] = (b1 = (    





s
nn aaaaaaa 1121121 ), 

b2 = (    




s
nn aaaaaaaaa 211321132 ), 

b3 = (    




s
nn aaaaaaaaaaa 32114321143 ), 

 
bn–2 = (    





s
nnnnnnn aaaaaaaaa 231123112 ), 

bn–1 = (    




s
nnnnn aaaaaaa 1211211 )) = 

= (b1 = ( 1121121 aaaaaaa
s

nn    


 ), 

b2 = ( 211321132 aaaaaaaaa
s

nn    


 ), 

b3 = ( 32114321143 aaaaaaaaaaa
s

nn    


 ), 

 
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bn–2 =( 231123112 



 n
s

nnnnnn aaaaaaaaa     ), 

bn–1 = ( 1211211 



 n
s

nnnn aaaaaaa     )). 

Следующая теорема получается из теоремы 2.3, если в ней положить k = l – 1. 
Теорема 2.6.  Пусть < A,  > – n-арная полугруппа, ν ≥ 0, a = (a1, , al–1) – 

произвольный элемент l-арной полугруппы < Al–1, 1, (12  l–1), l–1 >. Тогда 
a[ν] = (b1 = (    



 1121121 aaaaaaa ll ), 

b2 = (    


 211321132 aaaaaaaaa ll ), 

b3 = (    


 32114321143 aaaaaaaaaaa ll ), 

 

bl–2 = (    


 231123112 lllllll aaaaaaaaa ), 

bl–1 = (    


 1211211 lllll aaaaaaa )) = 

= (b1 = ( 1121121 aaaaaaa ll    


 ), 

b2 = ( 211321132 aaaaaaaaa ll    


 ), 

b3 = ( 32114321143 aaaaaaaaaaa ll    


 ), 

 

bl–2 =( 231123112 



 lllllll aaaaaaaaa     ), 

bl–1 = ( 1211211 



 lllll aaaaaaa     )). 

3. Следствия для d = 2 
Полагая в теореме 1.2 d = 2, получим 
Следствие 3.1.  Пусть < A,  > – n-арная полугруппа,  – подстановка из Sk 

порядка 2, l = 2t + 1 для некоторого натурального t, ν ≥ 0, a = (a1, , ak) – произ-
вольный элемент l-арной полугруппы < Ak, s, , k >. Тогда 

a[ν] = ((
  






t

aaaaa 1)1(1)1(1 ), , (
  






t

kkkkk aaaaa )()( )) = 

= (( 1)1(1)1(1 aaaaa
t
  




 ),,( k

t

kkkk aaaaa
  




 )()( )). 
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Полагая а теореме 1.4 δ = 2, получим 
Следствие 3.2.  Пусть < A,  > – n-арная полугруппа,  – подстановка из Sk 

порядка 2, n = 2r + 1 для некоторого натурального r, ν ≥ 0, a = (a1, , ak) – произ-
вольный элемент l-арной полугруппы < Ak, s, , k >. Тогда 

a[ν] = ((
  






sr

aaaaa 1)1(1)1(1 ), , (
  






sr

kkkkk aaaaa )()( )) = 

= (( 1)1(1)1(1 aaaaa
sr
  




 ),,( k

sr

kkkk aaaaa
  




 )()( )). 

Полагая в следствиях 3.1 и 2.2  = (i j) – транспозиция из Sk, получим 
Следствие 3.3.  Пусть < A,  > – n-арная полугруппа, l = 2t + 1 для некоторого 

натурального t, ν ≥ 0, a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной полугруппы 
< Ak, s, (ij), k >. Тогда a[ν] = (b1, , bk), где 

bi = (


t

ijiji aaaaa ) = ( i

t

jiji aaaaa




), 

bj = (


t

jijij aaaaa ) = ( j

t

ijij aaaaa




), 

bm = ][sv
ma , m ≠ i, m ≠ j. 

Следствие 3.4.  Пусть < A,  > – n-арная полугруппа, n = 2r + 1 для некоторо-
го натурального r, ν ≥ 0, a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной полугруп-
пы < Ak, s, (ij), k >. Тогда 

bi = (


sr

ijiji aaaaa ) = ( i

sr

jiji aaaaa




), 

bj = (


sr

jijij aaaaa ) = ( j

sr

ijij aaaaa




), 

bm = ][sv
ma , m ≠ i, m ≠ j. 

Полагая а теореме 2.1 d = 2, получим 
Следствие 3.5.  Пусть < A,  > – n-арная полугруппа, l = 2t + 1 для некоторого 

натурального t, ν ≥ 0, a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной полугруппы 
< Ak, s, (12), k >. Тогда 

a[ν] = (b1 = (  
t

aaaaa 12121 ) = ( 12121 aaaaa
t
 



), 

b2 = (  
t

aaaaa 21212 ) = ( 21212 aaaaa
t
 



), 

b3 = ][
3
sva , , bk = ][sv

ka ). 

Полагая а теореме 2.2 d = 2, получим 
Следствие 3.6.  Пусть < A,  > – n-арная полугруппа, n = 2r + 1 для некоторо-

го натурального r, ν ≥ 0, a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной полугруп-
пы < Ak, s, (12), k >. Тогда 
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a[ν] = (b1 = (  
sr

aaaaa 12121 ) = ( 12121 aaaaa
sr
 


), 

b2 = (  
sr

aaaaa 21212 ) = ( 21212 aaaaa
sr
 


), 

b3 = ][
3
sva , , bk = ][sv

ka ). 

Полагая а теореме 2.3 или в следствии 3.5 k = 2, получим 
Следствие 3.7.  Пусть < A,  > – n-арная полугруппа, l = 2t + 1 для некоторого 

натурального t, ν ≥ 0, a = (a1, a2) – произвольный элемент l-арной полугруппы 
< A2, s, (12), 2 >. Тогда 

a[ν] = (b1 = (  
t

aaaaa 12121 ) = ( 12121 aaaaa
t
 



), 

b2 = (  
t

aaaaa 21212 ) = ( 21212 aaaaa
t
 



)). 

Полагая а теореме 2.4 или в следствии 3.6 k = 2, получим 
Следствие 3.8.  Пусть < A,  > – n-арная полугруппа, n = 2r + 1 для некоторо-

го натурального r, ν ≥ 0, a = (a1, a2) – произвольный элемент l-арной полугруппы 
< A2, s, (12), 2 >. Тогда 

a[ν] = (b1 = (  
sr

aaaaa 12121 ) = ( 12121 aaaaa
sr
 


), 

b2 = (  
sr

aaaaa 21212 ) = ( 21212 aaaaa
sr
 


)). 

4. Следствия для n = 2 
Сформулируем несколько следствий для n = 2. 
Если в теореме 1.1 и предложении 1.1 положить n = 2, то получим 
Следствие 4.1. Пусть A – полугруппа, подстановка   Sk удовлетворяет ус-

ловию s+1 = , a = (a1, , ak) – произвольный элемент (s + 1)-арной полугруппы 
< Ak, [ ]s+1, , k >, 

j = )()( 1 jj saa   , j = 1, , k. 

Тогда ν-ая (s + 1)-адическая степень a[ν] элемента a имеет вид (b1, , bk), где 
bj = aj, если ν = 0, 

bj = aj(jaj)ν = (ajj)νaj, если ν > 0, 
то есть 

a[ν] = a, если ν = 0, 

a[ν] = (a1(1a1)ν = (a11)νa1, , ak(kak)ν = (akk)νak), если ν > 0. 

Если подстановка  оставляет неподвижным символ m, то 
bm = 1sv

ma . 

Если в теореме 1.2 и предложении 1.1 положить n = 2, то получим 
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Следствие 4.2. Пусть A – полугруппа, порядок подстановки  из Sk делит на-
туральное d, s = td для некоторого натурального t, a = (a1, , ak) – произвольный 
элемент (s + 1)-арной полугруппы < Ak, [ ]s+1, , k >, 

j = )()( 1 jj daa   , j = 1, , k. 

Тогда ν-ая (s + 1)-адическая степень a[ν] элемента a имеет вид (b1, , bk), где 
bj = aj, если ν = 0, 

bj = aj(jaj)tν = (ajj)tνaj, если ν > 0, 
то есть 

a[ν] = a, если ν = 0, 

a[ν] = (a1(1a1)tν = (a11)tνa1, , ak(kak)tν = (akk)tνak), если ν > 0. 

Если подстановка  оставляет неподвижным символ m, то 
bm = 1sv

ma  = 1tdv
ma . 

Если в предложении 1.2 положить n = 2, то получим 
Следствие 4.3. Пусть A – полугруппа,  – тождественная подстановка из Sk, 

a = (a1, , ak) – произвольный элемент (s + 1)-арной полугруппы < Ak, [ ]s+1, , k >. 
Тогда для любого ν ≥ 0 верно равенство 

a[ν] = ( 1
1
sva ,, 1sv

ka ). 
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Galmak A. M. sKew elements in l-ARY GROUPs of SPECIAL FORM
The article deals with powers in polyadic semigroups of a special form, i.e. in polyadic 

semigroups with the l-ary operation ηs, σ, k, that is called a polyadic operation of a special form 
and is defined on the Cartesian power of Ak n-ary semigroup < A, η > by the substitution σ ∊ Sk, 
and the n-ary operation η.

Keywords: polyadic operation, n-ary semigroup, power.



20               ВЕСНІК МДУ імя А. А. КУЛЯШОВА № 1 (63) ● 2024 ●

УДК 511.42

Влияние расстояний  
между корнями целочисленных полиномов  

на величины производных в корнях

Н. В. Сакович
кандидат физико-математических наук, доцент кафедры математики
Могилевский государственный университет имени А. А. Кулешова 

Е. В. Засимович
кандидат физико-математических наук, 
старший преподаватель кафедры математики
Могилевский государственный университет имени А. А. Кулешова 

Ж. И. Пантелеева
младший научный сотрудник
ГНУ ИМ НАН Беларуси 

© Сакович Н. В., Засимович Е. В., Пантелеева Ж. И., 2024

В работе получены оценки сверху и снизу для количества целочисленных полиномов 
     степени   и высоты        при   стремящемся к бесконечности, для которых 
             ,        

 . Если    — ближайший к   корень     , а корни      
упорядочены следующим образом:                          , то задача 
решена при условии                    при любом     и        . 

Ключевые слова: диофантовы приближения, целочисленные полиномы, принцип 
ящиков Дирихле. 

 

Введение 
Замечательная теорема Дирихле 1842 года [1] и ее развитие сыграло большую 

роль в различных областях математики и ее приложений. Отметим приложения в 
методах вычислений [2], в небесной механике и КАМ–теории (Колмогоров–
Арнольд–Мозер) [3], при разрешении проблемы малых знаменателей [4] 
Последние прикладные аспекты метрической теории диофантовых приближений 
связаны с обоснованием конструирования антенных устройств [5]. 

Теорема Дирихле. Для любого действительного числа   и натурального числа 
    всегда найдутся целые числа   и  ,      , для которых выполняются 
неравенства 

     
             , (1) 

           . (2) 
Неравенство (2) эквивалентно неравенству (1) и удобно для обобщения на 

полиномы произвольной степени. Неравенства (1) и (2) близки к окончательным, 
что показал Гурвиц [6]. Очень продуктивным оказалось применение к (1) и (2) 
понятия меры Лебега [7]. 
  



матэматыка, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ                21

Пусть      монотонно убывающая функция положительного аргумента  , 
    — интервал,       — мера Лебега измеримого множества    . 
Обозначим через       множество    , для которых неравенство 

             (3) 

имеет бесконечное число решений в полиномах первой степени. 
Теорема Хинчина [7]. Справедливы равенства: 

 

        

 
 
 

 
                

 

   

                   
 

   

  
(4) 

 
(5) 

Теорема Хинчина очень точная. Если взять функцию 
                      , то при     выполняется (4), а при     верно (5), 
хотя конкретные суммы в (4) и (5) начинают различаться только при громадном 
количестве слагаемых. Будем использовать символ Виноградова   и записывать 
   , если     ,       . 

В теории трансцендентных чисел одной из основных проблем является задача 
о приближении трансцендентных чисел алгебраическими числами (корнями 
полиномов с целыми коэффициентами). 

Основываясь на точности таких приближений, К. Малер [8] построил 
классификацию действительных и комплексных чисел. Пусть полином           
имеет вид 

                           , 

где    — целые числа,        — степень     ,                     — его 
высота. Обозначим через       множество    , для которых неравенство 

                  (6) 

имеет бесконечное число решений в полиномах     . 
Гипотеза Малера [8]. При            и          ,     справедливо 

равенство 

           . (7) 

Сам Малер доказал (7) только при     . Его результат усиливали несколько 
известных математиков [9; 10]. 

Проблема Малера была решена белорусским математиком В.Г. Спринджуком 
[9; 10; 11]. Так же в Беларуси проблема Малера была обобщена для произвольной 
функции     . 
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Теорема 1 (Берника–Бересневича). Верны неравенства 
 

       

 
 
 

 
                

 

   

                   
 

   

  
(8) 

 
(9) 

Случай сходимости ряда доказал В. Берник [12], а случай расходимости 
В. Бересневич [13]. 

Теорема 1 была обобщена в работах [14; 15; 16] с полиномов      на 
невырожденные функции заменой    на                 при условии, что 
вронскиан 

       
       
            
  
         

    (10) 

для почти всех        . 
Теорема 2. При условии                ,       и (10) справедливы 

равенства (8) и (9). 
Теоремы 1 и 2 находят применение при проектировании антенных устройств 

[5]. 
Основная часть 

Обратим сейчас внимание на неравенство (8) в теореме 1. Его доказательство 
основано на следующей известной лемме 1 и лемме Бореля–Кантелли. 

Лемма 1. Пусть    — ближайший корень полинома      и    . Тогда 
справедливы неравенства 

                        , (11) 

                                                  
 
. (12) 

Лемма 2 (Бореля–Кантелли). Пусть множества         измеримы и   — 
множество     , которые принадлежат бесконечному числу      Тогда при 
сходимости ряда      

    мера множества   равна нулю. 
Леммы 1, 2 хорошо известны и доказаны в [4; 10; 11]. При фиксированном 

полиноме           , где 

                               . 
Из леммы 2 имеем 

                       . 
Зафиксируем малое число     и          . Как показано в [17], 

неравенство (11) точное, т. е. 

                     . (13) 
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Если            и                           , то поделим полиномы 
           на конечное число классов       ,             , а корни         
полинома      упорядочены следующим образом 
 

                         , 

(14) 
 

            ,     
         

  

 
               ,                  ,       

Используя дискриминант        
            

 
        полинома     , 

можно доказать, что каждая координата вектора   , как и сам вектор   , принимает 
только конечное, зависящее лишь от   и   количество значений, но не зависящее 
от   и  . Этот факт доказан в работах [10; 12; 18]. 

Обозначим теперь через          количество полиномов из      , для 
которых 

                        . (15) 

Если верно неравенство 

                   , (16) 

то из (11), (13), (15) имеем 

            
                                       . (17) 

Из (15) получаем, что при    ,             и          верно 

                       . 

Далее будем рассматривать два класса полиномов         с одинаковыми    и 
разными         . 

Лемма 3. Обозначим через            множество действительных чисел 
   , для которых при     и           выполняется система неравенств 
                    ,                     , 

(18)                        ,      ,      , 

            ,                      

Тогда существуют      такие, что при достаточно большом         система 
неравенств (18) справедлива в неприводимых целочисленных полиномах     , 
           и 

       
    . (19) 

Лемма 3 доказана В. Бересневичем [19] на основании теоремы Д. Клейнбока и 
Г. Маргулиса [17]. 
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Из леммы 3 следует, что для множества         верно неравенство 

      
    . (20) 

Лемма 4 [20]. Пусть два полинома      и      степени   не имеют общих 
корней,       , и для всех    ,       ,     удовлетворяют неравенству 

                         ,    . 

Тогда при любом     и         справедливо неравенство 

                       . (21) 

Теорема 3. Обозначим через              множество полиномов 
         , удовлетворяющих неравенствам 

              ,          ,       ,       . (22) 

Тогда 

              ,        
 , (23) 

             ,      
 . (24) 

Доказательство теоремы 3. 
Обозначим через       множество    , для которых 

                    ,                     , 
(25) 

                ,          ,           , 

       
    . (26) 

Из (26) имеем 

         ,         . 

Неравенство (11) дает точную оценку меры тех  , для которых выполняется 
неравенство            . Можно записать               , где знак   
обозначает, что    , если     и    . Оценим величину       снизу 

           ,             ,          , (27) 

откуда         и 
         

 . 

Поскольку                 , то из (27) получаем 

       
 , 

и неравенство (23) доказано. 
Теперь докажем неравенство (24). 
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Для этого предположим противное: пусть выполняется неравенство, протии-
воположное (24): 

               (28) 

Поделим отрезок   на интервалы    длины            . Тогда из (28) следует, 
что существуют   , на которых не менее          полиномов удовлетворяют не-
равенству 

                        . (29) 

На интервалах     разложим каждый полином в ряд Тейлора в окрестности 
корня         : 

                                       ,       . (30) 

Так как        ,                
 ,               , то из разложения (30) 

получаем 
                 . 

Поскольку количество полиномов      на интервале    удовлетворяет (29), то 
при условии 

                                ,        

не менее     полиномов      имеет совпадающие коэффициенты при 
              . Применим принцип ящиков Дирихле. Тогда окажется, что 

существует не менее  
 
  полиномов 

                   ,         , 
для которых выполняются неравенства 

                   ,                      . (31) 

Если среди      полиномов      найдутся хотя бы два полинома без общих 
корней, то применим к ним лемму 4. Тогда неравенство (21) для полиномов       
примет вид 
            ,                , 

(32) 
                        , 
откуда 

             . (33) 

Так как    
  и  

       , то неравенство (33) противоречиво. Осталось 

рассмотреть случай, когда среди полиномов      нет пары полиномов без общих 
корней. В этом случае                 , а полиномы       имеют степень не 
менее 1. Поэтому            и            . Так как в теореме        , 
то     , что при     противоречиво, и теорема 3 доказана. 
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Заключение 
В данной работе получены оценки сверху и снизу для целочисленных 

полиномов с ограниченной первой производной в корне, для которых       . 
Случай          сложнее и будет рассмотрен в продолжении этой работы. 
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Sakovich N. V.,  Zasimovich E. V., Panteleeva Zh. I. The influence of 
distances between the roots of integer polynomialS on the 
values of derivatives in the roots

In the work, upper and lower estimates are obtained for the number of integer polynomials 

P(x) of degree n and the height H(P) ≤ Q as Q tends to infinity, where |P’(α1)| < H1–υ, 0 ≤ υ < 1
2

n + . 

If α1 is the root of P(x) closest to x, and the roots of P(x) are arranged as follows: |α1 – α2| ≤  
|α1 – α3| ≤ … ≤ |α1 – αn|, then the problem is solved providing |α1 – α2| < ε–1|α1 – αj| for any ε > 0 
and Q > Q0(ε).

Keywords: diophantine approximation, integer polynomial, Dirichlet’s box principle.
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УДК 535.361:535.317.1

Бинарная марковская смесь  
как модель стохастической среды

М. С. Носкова
кандидат физико-математических наук
Могилевский государственный университет имени А. А. Кулешова

В работе проводится качественная оценка применимости модели бинарной мар-
ковской смеси для описания переноса излучения в стохастических средах. Показано, что 
фрактальная размерность бинарной марковской смеси совпадает с фрактальной размер-
ностью многих природных сред. Проводится численное моделирование переноса излучения 
с малоугловым рассеянием в случайно-неоднородных смесях с различной статистикой.

Ключевые слова: стохастический перенос излучения, бинарная марковская смесь, ма-
лоугловое приближение, фрактальная размерность. 

Введение
Перенос излучения в стохастических средах – одно из актуальных направле-

ний современной оптики. Распространенным вариантом стохастической среды 
является случайно-неоднородная смесь (СНС) – среда, состоящая из несмеши-
вающихся компонент, с разными оптическими характеристиками [1, 2]. Линейные 
размеры участков пространства, занимаемых компонентами (хорды компонент), 
являются случайными величинами.

Рисунок 1 – Примеры случайно неоднородных смесей

© Носкова М. С., 2024
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Типичные примеры СНС показаны на рис. 1, где (1) – биологические ткани, 
пронизанные мелкими кровеносными сосудами; (2) – легочная ткань; (3) – бетон-
ная защита ядерных реакторов; (4) – кипящая вода как теплоноситель в ядерных 
реакторах и т. д.

Рисунок 2 – Схематическое изображение разорванной облачности
В атмосферной оптике двухкомпонентной СНС является разорванная облач-

ность (рис. 2): пересекающий ее фотон (кривая АБ) проходит сквозь чередующи-
еся участки облаков (компонента i=1) и межоблачного пространства (компонента 
i=2). Внутренняя структура каждой из компонент считается однородной. Стоха-
стичность задачи проявляется только в статистике распределения облачного поля, 
т. е. в вероятности присутствия в данной точке облака или ясного неба.

1. Постановка задачи 
В однородной среде стационарное уравнение переноса излучения имеет 

вид [3]: 
               ,,

4
,,

4

rrrrrrr BdfIII 






 , (1) 

 
где  ,rI  – интенсивность излучения в точке r  в направлении, определяемом 
единичным вектором  ,  

zyx  kji  – оператор градиента, i , j , k  – единичные векторы 
декартовой системы координат,  r  – показатель рассеяния,      rrr   k  – по-
казатель экстинкции,  rk  – показатель поглощения. 

 r f  – индикатриса рассеяния, функция, описывающая вероятность из-
менения направления движения фотона из   в   при однократном рассеянии, 

 ,rB  – функция источников.  
 

Одна из распространенных моделей случайно-неоднородной смеси с произ-
вольным размером неоднородностей – бинарная марковская смесь (далее 
БМС) – среда, состоящая из двух несмешивающихся веществ (компонент), слу-
чайным образом распределенных в пространстве, каждое из которых имеет свои 
оптические характеристики [4–6]. 
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Чередование компонент 1 и 2 вдоль произвольной прямой, проходящей сквозь 
слой БМС, представляет собой Марковский дискретный случайный процесс. Ли-
нейные размеры областей пространства, занимаемых компонентами, – случайные 
величины, распределенные по экспоненциальному закону. 

В БМС уравнение переноса (1) превращается в систему двух связанных интег-
ро-дифференциальных уравнений: 
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где  ,riI  – условное значение интенсивности в компоненте i ,  

i , i  – соответственно показатели рассеяния и ослабления i-й компоненты, 
  ;if  – индикатриса рассеяния i-й компоненты, 

il  – марковские длины перехода, – средние размеры областей пространства, 
занимаемых компонентами (средние хорды компонент),  

 21 ll
lp i

i 
  – вероятность нахождения компоненты i  в произвольной точке 

объема, занимаемого БМС. 
 

Среднее значение интенсивности излучения в БМС определяется как 
 
       ,,, 2211 rrr IpIpI  . (3) 
 

В работах [4, 5] система (2) решалась аналитически в случае изотропной инди-
катрисы рассеяния. Однако многие природные среды, в том числе атмосферная 
облачность, имеют вытянутую индикатрису рассеяния, что позволяет применять к 
ним малоугловое приближение и метод преобразования Фурье [1, 3, 7]. В рамках 
данного приближения можно получить некоторые интегральные характеристики 
излучения в аналитическом виде [7], например, коэффициент пропускания слоя 
среды и эффективный радиус пучка. 

Необходимым элементом формирования физической модели является опреде-
ление ее области применимости.  

Малоугловое приближение описывает рассеяние на частицах, много больших 
длины волны [1, 2], которому соответствует индикатриса рассеяния сильно вытя-
нутая вперед, в направлении распространения излучения.  

В результате малоугловое рассеяние с высокой степенью точности соответст-
вует принципу причинности, лежащему в основе марковских процессов. 

В целом многие природные среды, например, разорванная облачность и мор-
ская вода [8–11] содержат рассеивающие частицы, эффективные размеры которых 
намного больше, чем длина волны излучения в оптическом диапазоне. 

Оценить применимость модели БМС можно, рассмотрев ее фрактальную раз-
мерность. 
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2. Фрактальная размерность бинарной марковской смеси 
Фрактальной структурой обладают многие биологические объекты, морские 

волны, пористые материалы и самые разнообразные шероховатые поверхности. 
Фрактальность пористых материалов и поверхностей существенно влияет на их 
свойства в области катализа, смачивания и технологии напыления [12]. 

Фрактальные характеристики БМС можно оценить следующим образом. Со-
гласно [12, с. 226], если стохастическая среда является статистически изотропной 
(не имеет выделенного масштаба), ее можно рассматривать как трехмерную фрак-
тальную среду. Фрактальную размерность подобной среды можно найти по про-
странственному Фурье-спектру корреляционной функции, характеризующей ее 
неоднородность и пространственную структуру. В задачах радиационного перено-
са для этой цели можно использовать корреляционные функции показателей экс-
тинкции, рассеяния и поглощения. 

Корреляционные функции показателей экстинкции, рассеяния и поглощения 
БМС как случайных величин  r ,  r  и  rk  имеют вид [13, 14]: 
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где   
21

21

ll
lllK 

  – радиус корреляции,  

t  – расстояние между двумя произвольными точками смеси. 
 

Осуществив Фурье-преобразования функций корреляции относительно про-
странственной частоты  , 
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получим: 
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Для значений Kl1   
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Фрактальные типы Фурье-спектров описываются выражением [12, с. 227] 
 
     132  DKG , (14) 
 

где D – фрактальная размерность поверхности раздела компонент БМС,  
K – изрезанность фрактальной среды. 
Таким образом, из выражений (11)–(14) находим фрактальные характеристики 

БМС. 
Изрезанность характеризует неоднородность фрактальной среды и частоту пе-

рехода из одной компоненты в другую. Для БМС она прямо пропорциональна 
квадрату разности значений измеряемой величины в первой и второй компонентах 
и обратно пропорциональна сумме средних длин хорд компонент: 
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Фрактальная размерность – величина, характеризующая соотношение площади 

поверхности, разделяющей компоненты и их объема. Она имеет дробное значение 
и зависит от геометрической структуры рассматриваемого фрактала. Для БМС на-
ходим 

 
 D = 2.5. (18) 
 

Это значение фрактальной размерности соответствует результатам исследо-
вания фрактальной размерности разорванной облачности, полученных обработ-
кой данных радарных измерений и спутниковых изображений [12, с. 202]. По-
добную фрактальную размерность имеют также кластеры коллоидного кварца 
(D = 2.55 ± 0.07) [12, с. 46] и различные шероховатые и пористые поверхности [12, 
с. 237]. Это является следствием того, что многие из перечисленных выше стохас-
тических сред имеют экспоненциальное распределение размеров неоднородно-
стей, что соответствует модели БМС. 
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3. Численное моделирование переноса излучения в СНС  
с разными статистиками распределения неоднородностей 

Применение модели БМС позволяет получить интегральные характеристики 
излучения в аналитическом виде и дает возможность для анализа закономерностей 
переноса излучения в стохастических средах. Тем не менее, не все СНС подчиня-
ются экспоненциальному распределению, например, в природе часто встречается 
распределение Гаусса.  

Для того, чтобы наглядно показать зависимость переноса излучения от стати-
стики распределения неоднородностей среды, в данном разделе представлены ре-
зультаты расчетов коэффициента пропускания СНС для экспоненциальной стати-
стики распределения, распределения Гаусса и равномерного распределения.  

 
Функция плотности вероятности экспоненциального распределения 
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Функция плотности вероятности распределения Гаусса 
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Функция плотности вероятности равномерного распределения 
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где )s( ii  – функция плотности вероятности случайной величины is , характери-
зующей линейные размеры участков пространства, занимаемых i -й компонентой 
смеси вдоль направления распространения пучка ( i – индекс, указывающий номер 
компоненты),  il  – среднее значение is ;  i  – минимальное значение is ;  iD  – дис-
персия распределения is .  
 

 
 

Рисунок 3 – (1) – экспоненциальное распределение;  
(2) – распределение Гаусса; (3) – равномерное распределение 
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Так как получить аналитическое описание переноса излучения в СНС с произ-
вольной статистикой распределения в общем случае невозможно, наиболее при-
емлемым методом решения подобной задачи является численное моделирование 
на основе метода Монте-Карло [15]. 

Значение толщины слоя, занимаемого данной компонентой, получаем, исполь-
зуя методы, описанные в [16, с. 178]. Индикатрисы рассеяния имеют вид аппрок-
симации Хеньи-Гринстейна. Порядок чередования компонент и толщина слоев, 
занимаемых первой и второй компонентами смеси, разыгрывался для каждого фо-
тона отдельно, по мере его прохождения сквозь слой среды, что повышает степень 
усреднения результатов.  

Для сравнения производится также расчет коэффициента пропускания эквива-
лентной однородной смеси. Эквивалентная однородная смесь – среда, в которой 
компоненты, составляющие СНС, перемешаны равномерно. 

Расчеты проводились для следующих параметров, соответствующих разорван-
ной облачности (i=1 облака, i=2 межоблачное пространство): 

 
98.021    – средние косинусы углов рассеяния, 
9.021   – вероятности выживания фотона в единичном рассеянии, 

421  ll ,   
    95.1/~

11111111  llll  ;     05.0/~
11111122  llll   – нормированные пока-

затели ослабления 1-й и 2-й компонент смеси, 
  – оптическая глубина слоя, 

1l , 2l ,   – безразмерные величины, нормированные относительно усредненно-
го по всему объему среды показателя ослабления. 

 

 
Рисунок 4 – Коэффициенты пропускания  

(1) – однородной смеси, (2) – СНС с экспоненциальным распределением,  
(3) – СНС с распределением Гаусса, (4) – СНС с равномерным распределением 

 
Таким образом, коэффициенты пропускания разорванной облачности с раз-

личными статистиками распределения is  значительно различаются между собой и 
всегда превосходят коэффициент пропускания эквивалентной однородной смеси. 
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При расчетах коэффициента пропускания СНС с распределением Гаусса для 
ускорения можно аппроксимировать распределение Гаусса равномерным распре-
делением с теми же значениями li и Di. 

Алгоритм расчета может быть легко адаптирован для расчета коэффициентов 
пропускания стохастических сред с произвольным числом компонент. 

 
4. Заключение 

Результаты расчетов показывают, что: 
– Перенос излучения в СНС сильно зависит от статистики распределения не-

однородностей и может значительно отличаться от переноса излучения в БМС. 
– Тем не менее фрактальные характеристики БМС совпадают с фрактальными 

характеристиками многих природных сред, следовательно, модель БМС потенци-
ально имеет широкую область применимости. 

– Аналитические решения, полученные в рамках модели БМС, позволяют на-
глядно представить и оценить закономерности стохастического переноса излуче-
ния, но для сред с произвольной статистикой распределения неоднородностей 
приходится прибегать к численным методам. 
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Теоретически обоснована актуальность использования солитонных матричных си-
стем в фоторефрактивных кристаллах в устройствах оптической обработки данных и 
передачи информации с возможностью увеличения количества оптических информацион-
ных линий для параллельной обработки информации.

Ключевые слова: двумерный супергауссов световой пучок, фоторефрактивный кри-
сталл, солитон, взаимодействие, фокусировка, солитонный режим, стабилизация.

Введение
В настоящее время открытым и актуальным остается вопрос разработки эф-

фективной структурной базы для систем скоростной обработки информации, ко-
торые могут использоваться в оптических компьютерах, радиолокационных систе-
мах, устройствах хранения информации и др. [1].

В связи с этим не ослабевает интерес к исследованиям сложных оптических 
явлений в нелинейных средах, к которым можно отнести и фоторефрактивные 
кристаллы, так как они обладают подходящими для этого электрооптическими 
свойствами и могут использоваться при создании волноводных систем и задач ди-
намической голографии.

Многие из задач нелинейной оптики могут иметь высокие перспективы прак-
тического использования, в частности выявление закономерностей распростра-
нения и взаимодействия световых пучков, при которых достигается их квазисо-
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литонный режим распространения, либо энергетический обмен между пучками, 
осуществление адресной локализации световых пучков [2].

Одной из актуальных задач является изучение многосолитонного взаимодей-
ствия в матричных системах фоторефрактивных кристаллах, которые могут ис-
пользоваться в устройствах оптической обработки данных и передачи информации 
с возможностью увеличения количества оптических информационных линий для 
параллельной обработки информации.

Можно выделить целый ряд научных работ по изучению солитонных матрич-
ных систем [напр. 3–5], однако следует отметить, что в основном в таких работах 
преобладают экспериментальные исследования.

В настоящее время растет интерес к исследованиям световых пучков, отлич-
ных от классического гауссова пучка, при этом особый интерес представляют пуч-
ки с плоским верхом, т. к. они имеют ряд преимуществ при изучении некоторых 
оптических явлений, например локализация пучков, стабилизация квазисолитон-
ного режима распространения [6, 7].

Модель двумерного пучка
В качестве двумерных световых пучков в работе использовались двумерные 

супергауссовы пучки с квадратным верхом [8–10]. 

 
Рисунок 1 – Двумерная модель супергауссова пучка с квадратным верхом (r0 = 20 мкм, 

Imax = 1); а – распределение интенсивности пучка I(x,y); б – профили поперечных 
сечений супергауссовых пучков различного порядка  

 
Математическая модель 

Образующим элементом любой матричной солитонной системы является 
ячейка из четырех симметрично расположенных световых пучков, поэтому пред-
ставляет интерес исследование всех составляющих взаимодействий между пучка-
ми в таком базовом солитонном массиве.  

Для описания распространения и взаимодействия двумерных световых пучков 
в кристалле SBN из уравнений Максвелла и основных уравнений фоторефрактив-
ного эффекта [11] в параксиальном приближении была получена система четырех 
нелинейных уравнений, представленная в [7]: 
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Где no, ne – показатели преломления обыкновенной и необыкновенной свето-
вых волн; 0xE  и 0 yE – проекции вектора      на оси оx и оу; k0 – длина волнового 
вектора световых пучков в вакууме; 1 1 1 1( , , ), ( , , )x x y yA A x y z A A x y z   и 2 2 ( , , ),х хA A x y z

2 2 ( , , ),y yA A x y z  – комплексные проекции векторных огибающих напряженностей 
электрического поля х- и у-поляризованных световых пучков на оси ох и оу соот-
ветственно; r13, r33, r42 – компоненты тензора линейного электрооптического эффек-
та r . 

Первые два уравнения системы (1) могут использоваться для изучения особен-
ностей распространения пучка с входной х-поляризацией, а вторые два – пучка с 
входной у-поляризацией.  

Поле пространственного заряда  определяется через решение уравнения (см., 
напр., [12, 13]) 
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где KB – постоянная Больцмана, I – относительная интенсивность светового поля в 
области распространения световых пучков, q – элементарный заряд, Т – абсолют-
ная температура, 0 0 0/   .  

Будем полагать, что взаимодействующие в упорядоченной солитонной ячейке 
световые пучки, имеют на входе в кристалл х-поляризацию, поэтому для описания 
их распространения и взаимодействия в кристалле SBN будем использовать пер-
вые два уравнения системы (1): 
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Численное решение системы (4) и уравнения (2) осуществлялось с использованием 
двумерных разностных методов итераций и оптимизированной двумерной численной 
схемы Дугласа, имеющие приемлемые погрешности и вычислительные затраты. 

 
Основные полученные результаты 

Во многих работах было показано, что при взаимодействии световых пучков в 
фоторефрактивных кристаллах при различных условиях может наблюдаться как 
взаимное притяжение пучков, вплоть до полного объединения в один пучок, так и 
отталкивание пучков, причиной которого является возникающая между пучками 
оптическая разность хода и как следствие появление относительной фазы между 
ними [14]. 

 
Рисунок 2 –Объединение двумерных супергауссовых световых пучков с квадратным  

верхом в кристалле SBN; а – пучки на входе в кристалл; б – распределение светового по-
ля в кристалле; в – пучки на выходе из кристалла 

 

При взаимодействии световых пучков в матричных системах одновременно 
могут проявляться оба явления, как притяжение, так и отталкивание, поэтому па-
раметры выходных пучков, их относительная интенсивность, форма, смещение за-
висит от суммарного воздействия на пучок всех соседних пучков, входящих в 
упорядоченную симметричную систему. 

Взаимное притяжение пучков может наблюдаться при расположении световых 
пучков перпендикулярно по отношению к вектору напряженности внешнего элек-
трического поля, приложенного к кристаллу sBn вдоль его оптической оси, причем 
в случае, когда входное расстояние между пучками сравнимо с размерами самих 
пучков, результатом такого взаимодействия может быть полное объединение в один 
световой пучок, который будет смещаться против направления внешнего электри-
ческого поля (рис. 2 б,в). 

 
Рисунок 3 – Отталкивание двумерных супергауссовых световых пучков с квадратным  

верхом в кристалле SBN; а – пучки на входе в кристалл; б – распределение светового по-
ля в кристалле; в – пучки на выходе из кристалла 
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При взаимодействии трех пучков можно отметить, что объединение пучков уже 
не наблюдается, так как в данном случае при одновременном взаимном влиянии друг 
на друга пучков, верхние пучки притягиваются, а влияние нижнего пучка приводит к 
отталкиванию световых пучков (рис. 4).

Рисунок 4 – Взаимодействие трех двумерных супергауссовых световых пучков 
с квадратным верхом в кристалле SBN; а – пучки на входе в кристалл; 

б – распределение светового поля в кристалле; в – пучки на выходе из кристалла

При распространении в фоторефрактивном кристалле sBn двумерных свето-
вых пучков, расположенных параллельно вектору напряженности внешнего элек-
трического поля, приложенного к кристаллу между пучками возникает оптическая 
разность хода, за счет одновременного отталкивания световых пучков и их сме-
щения вследствие диффузионного эффекта противоположно направлению внеш-
него электрического поля (рис. 3 б,в).

При исследовании взаимодействия световых пучков в полной элементарной 
упорядоченной ячейке световых пучков, состоящей из четырех симметрично 
расположенных световых пучков можно отметить, что пучки сохраняют свою 
структуру и продолжают распространяться индивидуально в квазисолитонном 
режиме, что может иметь большое перспективы в использовании каждого из 
пучков в качестве параллельной информационной оптической линии (рис. 5).

Рисунок 5 – Взаимодействие двумерных супергауссовых световых пучков с квадратным 
верхом в фоторефрактивном кристалле SBN в составе симметричной упорядоченной 

структуры; а – пучки на входе в кристалл; б – распределение светового поля 
в кристалле; в – пучки на выходе из кристалла

Рассмотрим особенности взаимодействия световых пучков в массиве удво-
енного размера 4 4 .  

Из рисунка 6 видно, что на средние ряды пучков оказывается большее вли-
яние соседних пучков массива, вследствие парного взаимодействия данные пучки 
рассеиваются, однако вносят вклад в относительную интенсивность крайних пуч-
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ков. Диффузионный режим распространения приводит к смещению массива про-
тивоположно направлению внешнего электрического поля, приложенного к кри-
сталлу вдоль оси х, причем нижние пучки смещаются в большей степени.  

 

 
Рисунок 6 – Распространение массива 4 4 двумерных световых пучков с квадратным 
верхом в кристалле SBN: а – массив пучков на входе в кристалл; б – распределение 

светового поля в кристалле; в – пучки на выходе из кристалла. 
 

Следует отметить, что для использования каждого пучка в качестве парал-
лельной оптической информационной линии, следует использовать упорядочен-
ные массивы из уединенных базовых массивов 2 2 , с увеличенным расстоянием 
между крайними пучками базовых массивов. 

 
Заключение 

Таким образом в работе проведен детальный анализ взаимодействия в фото-
рефрактивном кристалле sBn световых пучков, входящих в элементарную образу-
ющую ячейку матричной солитонной системы, теоретически обоснована актуаль-
ность использования таких систем в устройствах оптической обработки данных и 
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мационных линий для параллельной обработки информации. 
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Проведена оценка морфологических параметров однолетних растений: Coleus Wizard 
Scarlet, Salvia farinaсea, Echeveria elegans, используемых для создания цветочных компо-
зиций открытого грунта. В ходе эксперимента они подвергались воздействию удобрений 
Osmocote Pro и Фертика Универсал-2. Установлено, что при использовании удобрения про-
лонгированного действия Osmocote Pro высота растения, диаметр куста, длина и ширина 
листовой пластинки оказались выше по сравнению с использованием удобрения Фертика 
Универсал-2 и контрольным вариантом. У растения Salvia farinaсea при использовании 
удобрения Osmocote Pro выявлено увеличение длины соцветия и количества соцветий на 
растении.

Ключевые слова: цветники, однолетние растения, декоративные растения, Coleus 
Wizard Scarlet, Salvia farinaсea, Echeveria elegans, удобрения пролонгированного действия.

Введение
В условиях современного города, в особенности мегаполиса, требуется сохра-

нять высокий темп жизни, соответствие которому предполагает принятие быстрых 
решений, работе в режиме многозадачности. Высокая интенсивность практически 
всех сфер жизнедеятельности приводит к истощению механизмов адаптации, при 
этом в условиях города не всегда возможно интегрировать объекты (парки, скверы, 
цветники, фонтаны и др.), которые бы позволяли человеку остановиться и восста-
новить силы за счет неторопливого созерцания и погружения в природную среду. 

На протяжении многих лет цветник в городском пространстве выполнял толь-
ко эстетическую функцию. В настоящее время он одновременно может играть и 
другую роль, но при этом цветник должен отвечать ряду требований. Так, сре-
ди современных тенденций озеленения городских пространств можно отметить: 
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безопасность, экологичность, экономичность, универсальность, использование 
местной флоры. При этом цветник одновременно может выполнять эстетическую, 
экологическую, структурообразующую, образовательную, воспитательную, раз-
вивающую и другие функции. Посредством грамотно структурированного цвет-
ника можно формировать у подрастающего поколения более сложное восприятие 
пространства, подключая все органы чувств. 

Простой цветник, состоящий из небольшого количества видов, может дать 
мозгу через зрительный анализатор огромное количество информации: общее цве-
товое решение, нюансы, оттенки цвета различных растений, форму цветков и т. д. 
Обоняние передаст характеристики простых запахов и сложных цветочных арома-
тов, сформированных различными растениями. Орган слуха позволит «уловить» 
тихие звуки жужжащих насекомых и шелест листьев растений. Осязание необхо-
димо для развития тактильной памяти. Цветник может включать съедобные рас-
тения, которые не представляют опасности для детей всех возрастов. Такие «инте-
рактивные» цветники набирают все большую популярность в парках и садах мира. 

Цветник может состоять из многолетних и однолетних растений. Каждая груп-
па растений имеет свои преимущества и недостатки. Однолетники, или летники – 
это растения, дающие декоративный эффект в первый год возделывания. Они от-
личаются высокой декоративностью, обильным цветением. У большинства летни-
ков полный цикл развития проходит в один год – от посева (весна) до созревания 
семян (лето, осень) [1]. 

Особую группу летников составляют декоративно-лиственные растения с кра-
сивой формой и окраской листьев, а не цветков. К ним относятся колеус, цинера-
рия, кохия, декоративная капуста и др. Эти растения по продолжительности жизни 
могут быть двулетними или многолетними, но возделываются в однолетней куль-
туре [2]. 

Часто при создании ковровых клумб, бордюров, рабаток, в контейнерах и на 
балконах, в горшечной культуре используют группу суккулентных растений. За 
счет развитой водозапасающей паренхимы эти растения хорошо переносят пере-
сыхание почвы, подходят для каменистого и песчаного грунта (очиток, молодило, 
портулак, эхеверия). Суккулентные растения всегда привлекают своей необыкно-
венной формой, а мясистые, наполненные влагой листья и стебли часто употребля-
ются в пищу животными и человеком. 

Однолетники являются представителями различных ботанических семейств. 
Эти растения очень разнообразны по морфологическому строению стеблей, ли-
стьев, соцветий и цветков. Это огромное разнообразие летников по окраске цвет-
ков и срокам цветения до поздней осени делает их незаменимыми растениями 
при создании любых видов цветочного оформления. Помогает в этом правильная 
агротехника выращивания, подбор удобрений, погодные условия и многое другое 
[2, 3, 4]. 

Актуальность работы обусловлена поиском новых эффективных удобрений, 
обеспечивающих полноценное культивирование однолетних декоративных рас-
тений для создания «интерактивных» цветников. Одними из перспективных ком-
плексных удобрений на рынке Республики Беларусь являются: неорганическое 
удобрение пролонгированного действия Osmocote и комплексное минеральное 
удобрение Фертика, показавшие свою высокую эффективность в ряде исследова-
ний [5].
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Целью работы являлось изучение влияния использования комплексного неор-
ганического удобрения пролонгированного действия Osmocote Pro и комплексно-
го минерального удобрения Фертика Универсал-2 весна-лето на морфологические 
параметры однолетних растения Coleus Wizard Scarlet, Salvia farinaсea, Echeveria 
elegans при создании цветочных композиций открытого грунта Центрального бо-
танического сада НАН Беларуси. 

В качестве объектов исследования были выбраны три вида однолетников, от-
носящихся к разным декоративным группам: растение с декоративными цветка-
ми – сальвия, растение с декоративной листвой – колеус, суккулентное растение – 
эхеверия. 

КОЛЕУС БЛЮМЕ, или КРАПИВКА (Coleus blumei Benth.) принадлежит к Яс-
нотковым (Губоцветным) Lamiaceae. Род Колеус включает более 200 видов, рас-
пространенных в тропических областях Азии и Африки. Современная систематика 
растений относит данный вид к Шпороцветнику шлемниковидному (Plectranthus 
scutellarioides), однако цветоводы продолжают использовать старое название. Не-
которые представители обладают высоким содержанием эфирных масел в листьях, 
и при растирании вегетативных частей появляется яркий аромат. В цветоводстве 
используются различные сорта и садовые формы колеуса Блюме, который из-за 
формы листьев получил народное название «крапивка». Декоративность растений 
обусловлена разнообразием форм и окраски листьев. Листья длиной от 3 до 30 см, 
с почти ровным или сильно зазубренным краем, однотонной или пестрой окра-
ской, с каймой всех оттенков зеленого, желтого, бордового, красного, белого, ко-
ричневого цвета, со штрихами, жилками и пятнами. Высота растений – 15–40 см. 
В  цветоводстве открытого грунта наиболее распространены сорта с различной 
окраской листьев, но встречаются и одноколерные сорта. 

САЛЬВИЯ, или ШАЛФЕЙ (Salvia L.) также принадлежит семейству Яснотковые 
(Губоцветные) Lamiaceae. Название рода произошло от латинского слова salvus – 
«быть здоровым». В природе насчитывается около 1000 одно-, дву- и многолетних 
видов шалфеев. Многие виды шалфея с древности используются в народной ме-
дицине, а также как пряно-ароматические травы, есть виды, у которых в пищу ис-
пользуются свежие цветки. В декоративном цветоводстве наиболее известны: одно-
летние виды сальвия сверкающая (S. splendens Sello ex Nees.), сальвия ярко-красная 
(S. coccinea L), сальвия мучнистая (S. farinaseae), сальвия хорминум (S. horminum) 
и двулетний вид сальвия серебристая (S. argentea L). В декоративном цветоводстве 
используют множество видов, мы использвали Salvia farinaсea (высота 60 см, цветки 
и соцветия сине-фиолетовые).  Сроки цветения: с июня до заморозков. 

ЭХЕВЕРИЯ (Echeveria elegans) декоративный суккулент из семейства Толстян-
ковых Crassulaceae. В этот род включают около 1,5 сотен разных видов, произрас-
тающих в областях Южной и Центральной Америки. 

До появления осенних заморозков колеус и эхеверию выкапывают и размеща-
ют при температуре 16–18 ºС, так как эти растения являются многолетниками и в 
открытом грунте они используются как однолетние культуры. 

Для обеспечения высокого уровня безопасности растений, которые потенци-
ально могут оказать физиологический эффект на человека, целесообразно исполь-
зовать технологии органического производства. Современные тенденции выращи-
вания растений связаны с сокращением использования химических пестицидов и 
минеральных удобрений, а также увеличением доли органического земледелия. 
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Вместе с тем отказ от химических удобрений может снижать показатели урожай-
ности или декоративности растений в первые годы [6]. Повышение плодородия 
почв возможно за счет использования компоста, древесной золы, навоза, птичьего 
помета, сапропеля, природного мела, биогумуса, муки из сои, хлопка, люцерны, 
сухой крови животных, костной муки, муки из перьев, рогов, копыт [7].

Объекты и методы исследований
Исследования выполнялись в отделе садоустройства и садово-паркового стро-

ительства Центрального ботанического сада НАН Беларуси. Объектом исследо-
ваний являлись однолетние цветочные растения, используемые в озеленении при 
создании цветочных композиций открытого грунта: Coleus Wizard Scarlet, Salvia 
farinaсea (Германия «Satimex»), Echeveria elegans.

Семена Salvia farinaсea были высеяны в середине марта, Coleus Wizard Scar-
let – в начале апреля в легкую рыхлую почву (смесь торфа, песка и  перегноя). 
Температуру поддерживали +21...+23 ºС. Сеянцы с 2–4 настоящими листочками 
пикировали в горшки 8,5х8,5х6,5 см высотой (Coleus) с последующей прищипкой 
на высоте 8–10 см и в горшки 9х9х10 см (Salvia). Echeveria elegans черенкова-
ли в конце марта в смесь песка и перлита с последующей пересадкой в горшки 
9х9х8 см в смесь торфа и песка.

Подготовлены 3 группы по каждому виду однолетних культур, сходных по раз-
мерам растений, по 15 единиц в каждой (Рисунок 1D, 3D, 4D). Посадку в открытый 
грунт осуществляли после 15 мая на партере Центрального ботанического сада.  
Однолетники находились в равноценных условиях освещенности и ухода – полив 
и рыхление.

За 10 дней до посадки первой группы растений в открытый грунт использо-
вали удобрение Osmocote Pro (Нидерланды) пролонгированного действия 50 г на 
1 м², которое содержит (%): N – 19; P2О5 – 9; K2О – 10; MgО – 2; Mn – 0,04; Cu – 
0,037; Mo – 0,015; B – 0,01; Fe – 0,3; Zn – 0,011. 

В качестве эталона до посадки второй группы растений использовали ком-
плексное минеральное удобрение Фертика Универсал-2 весна–лето (Россия) 80 г 
на 1 м², которое содержит (%): N – 12; P2О5 – 2; K2О – 14; MgО – 2; S – 8, Ca – 0,55; 
Mn – 0,2; Cu – 0,1; Mo – 0,01; B – 0,1; Fe – 0,2; Zn – 0,1. 

Удобрение вносили во взрыхленную землю и заделывали. В третьей группе 
растений Контроль просто рыхлили землю. Исследуемые показатели до посадки 
в грунт и в конце сентября перед выкопкой: высота растения, диаметр куста, длина 
и ширина листовой пластинки (рис. 1, 3, 4), а у Salvia farinaсea дополнительно в 
конце опыта – длина соцветия и количество соцветий на растении (рис. 2). Все 
показатели проверяли на соответствие признака закону нормального распределе-
ния c использованием критерия Шапиpо – Уилка. Достоверность дисперсионного 
анализа множественных сравнений оценивалась c использованием критерия Ман-
на – Уитни.

Результаты исследований и их обсуждение
В таблице 1, 2, 3 представлены данные результатов до посадки в открытый 

грунт и после использования комплексного неорганического удобрения пролонги-
рованного действия Osmocote Pro и комплексного минерального удобрения Фер-
тика Универсал-2 весна–лето.
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Таблица 1 – Сравнительный анализ биометрических показателей надземной части 
Salvia farinaсea в разных условиях культуры

Показатель
Варианты опыта (M±Se)

До посадки  
в открытый грунт Osmocote Pro Фертика 

Универсал-2 Контроль

Высота растения, см 10,0±3,0 79,8±1,9* 53,3±2,4* 38,9±2,1
Диаметр куста, см 14,3±1,7 38,3±1,2* 25,9±3,4 21,3±4,1
Длина листовой 
пластинки, см 4,8±0,5 8,0±0,2* 7,9±0,5* 5,8±0,9

Ширина листовой 
пластинки, см 2,3±0,3 3,0±0,1* 3,1±0,3* 2,5±0,2

Примечание. * – достоверные изменения в сравнении с контролем

Из таблицы 1 видно, что комплексное удобрение пролонгированного дей-
ствия Osmocote Pro в результате исследования оказало положительное влияние 
на рост и развитие надземной части культуры сальвии. Под воздействием удобре-
ния Osmocote Pro за весь период вегетации в открытом грунте высота растений 
увеличилась в 8 раз, а при использовании Фертика Универсал-2 в 5 раз, в контро-
ле – в 4 раза. Диаметр куста прибавил в 2,7 раза, тогда как при воздействии Фер-
тика Универсал-2 в 1,8 раза, в контроле – в 1,5 раза. Длина листовой пластинки 
при использовании Osmocote Pro и Фертика Универсал-2 увеличилась в 1,6 раза, 
в контроле – в 1,2 раза. Ширина листовой пластинки возросла в 1,3 раза, в кон-
троле – в 1,1 раза.

А В С D
Рисунок 1 – Salvia farinaсea, используемая в озеленении  

Центрального ботанического сада в разных условиях культуры: А – Osmocote Pro, 
В – Фертика Универсал-2, С – Контроль, D – до посадки в открытый грунт
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Рисунок 2 – Биометрические показатели соцветий-метелок Salvia farinaсea
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На рисунке 2 показано увеличение длины соцветия при использовании удо-
брений Osmocote Pro в 1,6 раза и Фертика Универсал-2 – в 1,4 раза, а увеличение 
количества соцветий на растении – в 2,8 и 2,1 раза соответственно по сравнению 
с контролем.

Таблица 2 – Сравнительный анализ биометрических показателей надземной части 
Coleus Wizard Scarlet в разных условиях культуры

Показатель
Варианты опыта (M±Se)

До посадки  
в открытый грунт Osmocote Pro Фертика 

Универсал-2 Контроль

Высота растения, см 14,9±1,1 46,3±3,1* 26,6±1,2 21,4±2,7
Диаметр куста, см 16,5±1,5 35,4±2,1* 27,1±2,4* 23,1±2,6
Длина листовой 
пластинки, см 6,4±0,9 12,0±0,5* 12,2±1,1* 7,6±0,8

Ширина листовой 
пластинки, см 4,2±1,3 7,2±0,6* 7,6±0,7 5,0±0,1

Примечание. * – достоверные изменения в сравнении с контролем

Из таблицы 2 видно, что комплексное неорганическое удобрение пролонгиро-
ванного действия Osmocote Pro в результате исследования оказало положительное 
влияние на рост и развитие надземной части культуры Coleus Wizard Scarlet по 
сравнению с контролем и использованием Фертика Универсал-2. Под воздействи-
ем удобрения Osmocote Pro за весь период вегетации в открытом грунте высота 
растений увеличилась в 3,1 раза, а при использовании Фертика Универсал-2  – 
в 1,8 раза, без удобрений – в 1,4 раза. Диаметр куста прибавил в 2,1 раза, тогда как 
при воздействии Фертика Универсал-2 в 1,6 раза, в контроле – в 1,4 раза. Ширина 
и длина листовой пластинки увеличились почти в 2 раза в обоих вариантах, в кон-
троле – в 1,2 раза.

А В С D
Рисунок 3 – Coleus Wizard Scarlet, используемый в озеленении  

Центрального ботанического сада в разных условиях культуры: А – Osmocote Pro,  
В – Фертика Универсал-2, С – Контроль, D – до посадки в открытый грунт

Из таблицы 3 видно, что удобрения пролонгированного действия Osmocote Pro 
и Фертика Универсал-2 в результате исследования оказали положительное влияние 
на рост и развитие надземной части культуры эхеверии. Под воздействием удобре-
ний за весь период вегетации в открытом грунте высота растений и диаметр куста 
увеличились почти в 1,6 раза, в контроле – в 1,2 раза. Длина листовой пластинки 
при использовании Osmocote Pro увеличилась в 2 раза, а при применении Фертика 
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Универсал-2 в 1,7 раза, в контроле – в 1,1 раза. Ширина листовой пластинки воз-
росла в 1,5 раза, без удобрений – в 1,1 раза.

Таблица 3 – Сравнительный анализ биометрических показателей надземной части 
Echeveria elegans в разных условиях культуры

Показатель
Варианты опыта (M±Se)

До посадки в 
открытый грунт Osmocote Pro Фертика 

Универсал-2 Контроль

Высота растения, см 4,8±1,2 7,6±1,4 7,4±0,8 5,3±1,4
Диаметр куста, см 5,7±0,5 9,3±1,7* 9,1±1,1* 6,6±1,0
Длина листовой 
пластинки, см 2,7±0,6 5,6±0,5* 4,5±0,5* 3,0±0,5

Ширина листовой 
пластинки, см 2,0±0,4 3,3±0,3* 2,9±0,3 2,3±0,2

Примечание. * – достоверные изменения в сравнении с контролем

A B C D
Рисунок 4 – Echeveria elegans, используемая в озеленении Центрального ботанического 

сада в разных условиях культуры: А – Osmocote Pro, В – Фертика Универсал-2, 
С – Контроль, D – до посадки в открытый грунт

Заключение
Проведенные испытания удобрения пролонгированного действия Osmocote 

Pro показали его эффективность в стимулировании биометрических показате-
лей надземной части таких культур, как Salvia farinaсea, Coleus Wizard Scarlet и 
Echeveria elegans. Возможно, оно менее эффективно в отношении таких показа-
телей, как ширина и длина листовой пластинки. Но по всем другим показателям: 
высота растения, диаметр куста, а у Salvia farinaсea – длина соцветия и количество 
соцветий на растении, несомненно, превосходит контроль и соизмеримо с удобре-
нием Фертика Универсал-2.

Показатели роста и развития растений в контрольной группе показывают воз-
можность выращивания полноценных, эстетически привлекательных однолетних 
цветочных растений без использования минеральных удобрений, что является 
важным при возможном переходе на органические технологии возделывания куль-
тур для обеспечения более высоких стандартов безопасности декоративных рас-
тений, а также следованию современным экологическим тенденциям в создании 
декоративного оформления городов и населенных пунктов.
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КАЧЕСТВЕННЫЙ И ПАЛИНОЛОГИЧЕСКИЙ СОСТАВ 
БЕЛОРУССКОГО МЕДА
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Международный государственный экологический институт 
имени А. Д. Сахарова Белорусского государственного университета

Мед – естественный продукт растительно-животного происхождения, содержащий 
микро- и макроэлементы, витамины и аминокислоты, которые легко усваиваются орга-
низмом и обеспечивают его энергией. В работе представлены результаты сравнительного 
анализа образцов меда, собранного на территории трех областей Республики Беларусь. 
Проведена органолептическая оценка меда и оценка на наличие примесей в исследуемых 
образцах меда, что указывает на качество меда, а также определен палинологический 
состав меда. Выделены основные медоносные, нектароносные и пергоносные растения по 
наличию пыльцы в образцах различных областей Республики Беларусь.

Ключевые слова: продукты пчеловодства, мед, пыльца, палинологический состав, по-
лифлерный мед, монофлерный мед, растения-перганосы, растения-медоносы. 

Введение
Мед давно вошел в рацион питания человека как продукт, обладающий ценны-

ми лечебно-профилактическими свойствами и богатым вкусом, с большим разно-
образием вкусовых оттенков, связанных с его ботаническим происхождением [1]. 

По мнению ряда исследователей, в условиях глобализации товарных рынков, 
различные формы поддержки отечественного пчеловодства обязательно должны 
включать изучение и описание своеобразия местного меда. Для потребителя это 
прежде всего вкусовые отличия, во многом определенные ботаническим проис-
хождением, так как пчелы при сборе нектара со всего многообразия медоносных 
растений производят своеобразную «вкусоароматическую съемку» сельскохозяй-
ственного ландшафта, окружающего пасеку [2].

Однако у людей, склонных к аллергии на цветочную пыльцу, мед может вы-
зывать негативную реакцию организма. Поэтому, в случае точного установления 
аллергии на пыльцу определенного растения, употреблять содержащий ее мед не 
стоит. Таким образом, натуральный мед с известным пыльцевым составом будет 
полезен для здоровья [3].

Мед – продукт, содержащий в себе уникальный набор витаминов, мине-
ральных и противобактериальных веществ и веществ, поддерживающих имму-
нитет [4]. 

© Чернецкая А. Г., Стригельская Н. П., 2024
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Дмитрий Рахматулин, заведующий лабораторией пчеловодства РУП «Инсти-
тут плодоводства», считает, что единственный способ доказать поддельность меда 
или несоответствие названию – провести его пыльцевой анализ по ботаническо-
му происхождению. В Европе продажи без подобного сертификата вообще запре-
щены. Там к качеству меда подходят строго: из 117 существующих его сортов 15 
считаются основными и товарными. И на них четко прописаны стандарты, в том 
числе пыльцевые характеристики [5].

У нас в Беларуси есть всего лишь несколько ГОСТов на мед. Названия даются 
исходя из тех трав, какие преобладают вокруг пасеки, но только лабораторным 
путем можно определить, сколько пыльцевых зерен и каких культур в данном меде 
больше всего. Только если их более 40% одного вида, можно смело давать соответ-
ствующее название [6].

В зависимости от агроклиматических условий для каждого региона характер-
ны свои типы медов. Причем часто они так ярко выражены, что позволяют точно 
указать место их происхождения [2; 7; 8].

Цель настоящего исследования – провести сравнительный анализ образцов 
меда из различных областей Республики Беларусь на качественный и палиноло-
гический состав.

В соответствии с целью были поставлены следующие задачи:
1.	Провести органолептическую оценку меда и определить наличие примесей 

в исследуемых образцах меда из различных областей Республики Беларусь.
2.	Определить палинологический состав меда из различных областей Респу-

блики Беларусь.
3.	Провести анализ некоторых показателей качества белорусского меда и его 

палинологического состава.

Материалы и методы исследования
Исследования проведены на базе лаборатории экологической биотехнологии 

кафедры общей биологии и генетики МГЭИ имени А. Д. Сахарова БГУ.
Объектами исследования были шесть образцов меда из трех областей Респу-

блики Беларусь:
Образец №	 1 (контроль) – Беловежская пуща, Брестская область (осенний 

сбор).
Образец №	 2 – Червенский район, Минской области (осеннего сбора).
Образец №	 3 – Червенский район, Минской области (летнего сбора).
Образец №	 4 – Дрибинский район, Могилевской области (осеннего сбора).
Образец №	 5 – Дрибинский район, Могилевской области (летнего сбора).
Образец №	 6 – Горецкий район, Могилевской области (осенний сбор).
Органолептическая оценка образцов производилась согласно Приложению 1 

«Органолептические показатели меда» Ветеринарных правил проведения ветери-
нарно-санитарной экспертизы меда, утвержденных постановлением Министер-
ства сельского хозяйства и продовольствия Республики Беларусь №15 от 3 марта 
2008 года, путем дегустации группой респондентов обоих полов, различных воз-
растных групп по пяти показателям [6; 9; 10]:

1. Цвет меда. В зависимости от красящих веществ, находящихся в нектаре, 
цвет меда может быть различным – от бесцветного, светло-желтого, лимонно-жел-
того, золотисто-желтого, темно-желтого, коричнево-зеленого до черного.
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2. Аромат меда. Для удобства ранжирования образцов по степени выраженно-
сти аромата использовалась шкала баллов от 0 (отсутствие аромата) до 5 (наиболее 
интенсивный аромат). Также учитывалось наличие посторонних ароматических 
примесей.

3. Вкус меда. При дегустации определялась: сладость (от 0 до 5 баллов), сопут-
ствующая кисловатость и терпкость, наличие посторонних привкусов [10]. 

4. Консистенция меда. На консистенцию меда оказывает влияние концентра-
ция сахаров и их вид. Мед, содержащий больше фруктозы, более жидкий, чем мед, 
в котором больше глюкозы и других высших сахаров. В исследуемых образцах 
консистенцию отмечали по шкале от 0 баллов (сиропообразная) до 5 баллов (плот-
ная, каменная) [10].

5. Кристаллизация меда. Мед сохраняет жидкую консистенцию лишь опреде-
ленное время, после чего кристаллизуются. Кристаллизуются глюкоза и сахароза, 
а фруктоза остается в жидком состоянии. 

Кристаллизация меда определялась от мелкозернистой (1 балл) до крупнозер-
нистой (5 баллов), 0 баллов в шкалу оценки не входил, так как все образцы нахо-
дились в процессе кристаллизации. Также указывалось расслоение меда на два 
пласта.

Для проведения лабораторных исследований по определению фальсификации 
меда были использованы классические методики выявления примесей муки или 
крахмала, мела, сахарного сиропа [5; 9; 11; 12].

Для качественной оценки пыльцевого состава исследуемых образцов меда про-
изводилось приготовление микропрепаратов из меда [8]. Просмотр и анализ микро-
препаратов проводили с помощью биологического микроскопа ВМ 1800 с системой 
визуализации TOUPCAM (увеличение X1000) после застывания глицеринового же-
латина. Итоги наблюдений фиксировались в таблицах и на фотографиях.

Определяли палинологический состав пыльцы медоносных и перганосных ви-
дов растений исследуемых образцов, согласно Информационной системе иденти-
фикации растительных объектов на основе карпологических, палинологических 
и анатомических данных, созданной на базе коллекций кафедры морфологии и 
систематики высших растений биологического факультета МГУ и пыльцевых ат-
ласов [13; 14; 15; 16]. 

Далее проводили классификацию по функциональной значимости растений. 
Растения, с которых медоносные пчелы собирают нектар, называются медоносны-
ми, а растения, с которых пчелы собирают пыльцу, – перганосными [17].

Все медоносные и перганосные растения можно разделить на четыре группы:
1. Нектароносно-перганосные – растения, с которых пчелы берут главным об-

разом нектар и в меньшей степени – пыльцу.
2. Растения, с которых пчелы в равной степени берут и нектар, и пыльцу. 
3. Перганосно-нектароносные – растения, с которых пчелы берут главным об-

разом пыльцу и в меньшей степени – нектар.
4. Собственно перганосные – растения, с которых пчелы собирают только 

пыльцу [17]. Для пчеловодства ценны все четыре группы растений.

Результаты и их обсуждение
Цвет у анализируемых образцов колебался от белого с желтоватым оттенком 

до насыщенного темно-янтарного (рисунок 1). Аромат и вкус у всех образцов есте-
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ственный и приятный, разной степени выраженности, без посторонних запахов и 
привкусов. Консистенция отмечалась от вязко-жидкой до плотной. Также различ-
ная степень зернистости, так у образцов № 2 и № 6 мелкозернистая, а образца № 3 
крупнозернистая.

А Б В

Г Д Е
Рисунок 1 – Образцы меда из разных областей Республики Беларусь (фото автора):
А – образец № 1 (контроль) – Беловежская пуща, Брестская область (осенний сбор),  

Б – образец № 2 – Червенский район, Минская область (осеннего сбора), 
В – образец № 3 – Червенский район, Минская область (летнего сбора), 

Г – образец № 4 – Дрибинский район, Могилевская область (осеннего сбора), 
Д – образец № 5 – Дрибинский район, Могилевская область (летнего сбора), 

Е – образец № 6 – Горецкий район, Могилевская область (осенний сбор)
Figure 1 – Samples of honey from different regions of the Republic of Belarus  

(photo of the author):
A – sample № 1 (control) – Belovezhskaya Pushcha, Brest region (autumn harvest),  

Б – sample № 2 – Cherven district, Minsk region (autumn harvest),
B – sample № 3 – Cherven district, Minsk region (summer collection),

Г – sample № 4 – Dribinsky district, Mogilev region (autumn collection),
Д – sample № 5 – Dribinsky district, Mogilev region (summer collection),
E – sample № 6 – Goretsky district, Mogilev region (autumn collection)

Во всех образцах не были обнаружены примеси крахмала и сахарного сиро-
па, однако, в образцах №№ 2, 3, 4, 5 приобретенных в магазине «Пчеловодство» 
наблюдалась реакция при взаимодействии с уксусной кислотой, что указывает на 
присутствие в них мела (таблица 2).

Палинологический состав исследуемых образцов меда.
Было изучено шесть образцов меда из трех областей Республики Беларусь. Об-

разцы были собраны в период летнего и осеннего медосбора 2020 г. Все образцы 
полифлерные.
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 Рисунок 2 – Пыльца основных медоносных и перганосных растений образца № 1 
из Беловежской пущи (д. Дмитровичи) Брестской области (фото автора):

А – Epilbium angustifolium L.; Б – Trifolium repens L.; В  – Capsella bursa-pastoris L.;  
Г – Artemisia campestris L.; Д – Betula pendula Roth.; Е – Pinus sylvestris L.;  

Ж –  Acer platanoides L.; З – Tilia cordata Mill
Figure 2 – Pollen of the main melliferous and perganiferous plants of sample № 1  
from Belovezhskaya Pushcha (v. Dmitrovichi), Brest region (photo of the author):

А – Epilbium angustifolium L.; Б – Trifolium repens L.; В  – Capsella bursa-pastoris L.;  
Г – Artemisia campestris L.; Д – Betula pendula Roth.; Е – Pinus sylvestris L.;  

Ж –  Acer platanoides L.; З – Tilia cordata Mill

Таблица 1 – Органолептическая оценка меда из различных областей Республики 
Беларусь (2022 г.)

Название 
показателя

Образцы меда

Образец № 1 
(контроль) 

Беловежская 
пуща, Брест-
ская область

Образец № 2 
Червенский 
район, Мин-
ской области 

(осеннего 
сбора)

Образец № 3 
Червенский 
район, Мин-
ской области 
(весеннего 

сбора)

Образец № 4 
Дрибинский 
район, Моги-
левской обла-
сти (осеннего 

сбора)

Образец № 5 
Дрибинский 
район, Моги-
левской обла-
сти (весеннего 

сбора)

Образец № 6 
Горецкий рай-
он, Могилев-
ской области

Цвет Светло- 
янтарный

Светло- 
янтарный

Белый с 
желтоватым 
оттенком

Насыщенно 
янтарный

Песочно-ян-
тарный

Светло-ян-
тарный

Аромат 3 балла
Средний, 
естествен-
ный с раз-
личимым 
запахом 
воска, без 
посторонне-
го запаха

5 баллов
Хорошо вы-
раженный, 
естествен-
ный, без по-
стороннего 
запаха

1 балл
Слабый, 
естествен-
ный, без 
посторон-
него запаха

4 балла
Средне силь-
ный, есте-
ственный с 
различимым 
ароматом 
акации, без 
постороннего 
запаха

2 балла
Средне 
слабый, 
естествен-
ный, без по-
стороннего 
запаха

2 балла
Средне 
слабый, 
естествен-
ный, без 
постороннего 
запаха
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Название 
показателя

Образцы меда

Образец № 1 
(контроль) 

Беловежская 
пуща, Брест-
ская область

Образец № 2 
Червенский 
район, Мин-
ской области 

(осеннего 
сбора)

Образец № 3 
Червенский 
район, Мин-
ской области 
(весеннего 

сбора)

Образец № 4 
Дрибинский 
район, Моги-
левской обла-
сти (осеннего 

сбора)

Образец № 5 
Дрибинский 
район, Моги-
левской обла-
сти (весеннего 

сбора)

Образец № 6 
Горецкий рай-
он, Могилев-
ской области

Вкус 5 баллов
Приятный, 
с легкой 
кислинкой и 
островатым 
послевкуси-
ем, без по-
сторонних 
привкусов

5 баллов
Приятный, 
легкая кис-
ловатость, 
без посто-
ронних 
привкусов

3 балла
Приятный, 
без посто-
ронних 
привкусов

4 балла
Приятный, 
с легкой 
кислинкой 
и терпким 
послевку-
сием, без 
посторонних 
привкусов

5 баллов
Приятный, 
легкая терп-
кость, без 
посторонних 
привкусов

4 балла
Приятный, 
легкая гор-
чинка, с 
привкусом 
молочной 
карамели, без 
посторонних 
привкусов

Конси-
стенция

3 балла
Вязкая 

1 балл
Вязко- 
жидкая

5 баллов
Плотная

3 балла
Вязкая 

4 балла
Вязко-
плотная

1 балл
Вязко-
жидкая

Кристал-
лизация

3 балла 
Среднезер-
нистая

1 балл
мелкозерни-
стая

4 балла
крупнозер-
нистая

3 балла 
Среднезерни-
стая

2 балла
Мелко-сред-
незернистая

1 балл
мелкозерни-
стая

Таблица 2 – Наличие примесей в исследуемых образцах меда из различных обла-
стей Республики Беларусь (2022 г.)

Название 
показателя

Образцы меда

Образец № 1 
 (контроль) 

Беловежская 
пуща, Брест-
ская область

Образец № 2 
Червенский 
район, Мин-
ской области 

(осеннего 
сбора)

Образец № 3 
Червенский 
район, Мин-
ской области 

(летнего 
сбора)

Образец № 4 
Дрибинский 
район, Моги-
левской обла-
сти (осеннего 

сбора)

Образец № 5 
Дрибинский 
район, Моги-
левской обла-
сти (летнего 

сбора)

Образец № 6 
Горецкий рай-
он, Могилев-
ской области

Наличие 
крахмала 

Не обнару-
жены

Не обнару-
жены

Не обнару-
жены

Не обнару-
жены

Не обнару-
жены

Не обнару-
жены

Наличие 
мела 

Не обнару-
жены

5 баллов
Интенсивная 
реакция 

3 балла 1 балл 4 балла Не обнару-
жены

Наличие 
сахарного 
сиропа

Не обнару-
жены

Не обнару-
жены

Не обнару-
жены

Не обнару-
жены

Не обнару-
жены

Не обнару-
жены

В образце № 1 из Беловежской пущи (д. Дмитровичи) Брестской области, 
который являлся контрольным, так как был собран с частной пасеки, была об-
наружена в основном пыльца 8 видов растений: Кипрей узколистный (Epilbium 
angustifolium  L.), Клевер ползучий или клевер белый (Trifolium repens L.), Па-
стушья сумка обыкновенная (Capsella bursa-pastoris L.), Полынь полевая (Artemisia 
campestris L.), Береза повислая (Betula pendula Roth.), Сосна обыкновенная (Pinus 
sylvestris L.), Клен остролистный или клен платановидный (Acer platanoides L.), 
Липа сердцевидная или липа мелколистная (Tilia cordata Mill.) (рисунок 2). Из 
них хорошими медоносами являются 4 вида растений – Кипрей узколистный 
(E. angustifolium L.) (продуктивность – 350 кг/га), Клевер ползучий или клевер бе-
лый (T. repens L.) (100 кг/га), Клен платановидный (A. platanoides L.) (200 кг/га), 
Липа мелколистная (T. cordata Mill.) (500 кг/га); не основной медонос – Пастушья 
сумка обыкновенная (C. bursa-pastoris L.); 3 вида пыльценосных растений – По-

Окончание таблицы 1
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лынь полевая (A. campestris L.), Береза повислая (B. pendula Roth.), Сосна обыкно-
венная (P. sylvestris L.).

Наиболее часто встречаемая была пыльца следующих растений: Epilbium 
angustifolium L., Trifolium repens L. 

Пыльца Epilbium angustifolium L., Trifolium repens L., Capsella bursa-pastoris L., 
Artemisia campestris L., Betula pendula Roth., Pinus sylvestris L., Acer platanoides L., 
Tilia cordata Mill распространяется в виде монад. 

Мед полифлерный. Район сбора богат медоносными растениями.
Образец меда № 2 осеннего сбора, приобретенный в магазине «БелМед», был 

получен промышленным путем на территории Червенского района Минской об-
ласти, в основной массе содержал пыльцу 4 видов растений: Кипрей узколистный 
(Epilbium angustifolium L.), Тысячелистник обыкновенный (Achillea millefolium L.), 
Клевер ползучий или клевер белый (Trifolium repens L.), Клевер луговой или кле-
вер красный (Trifolium pratense L.) (рисунок 3, на рисунке показаны пыльца расте-
ний, не упомянутых ранее). 

Единицей распространения обнаруженных в образце пыльцевых зерен яв-
ляются монады. Наиболее часто встречаемая была пыльца следующих расте-
ний: Achillea millefolium L., Trifolium repens L. Тысячелистник обыкновенный 
(A. millefolium L.) летне-осенний медонос, цветки тысячелистника выделяют не-
ктар, много пыльцы. 

  А   Б
Рисунок 3 – Пыльца основных медоносных и перганосных растений образца № 2 

(Червенский район Минской области, осенний сбор меда) (фото автора): 
А – Achillea millefolium L.; Б – Trifolium pratense L.

Figure 3 – Pollen of the main melliferous and perganiferous plants of sample № 2  
(Cherven district, Minsk region, autumn honey collection) (photo of the author): 

А – Achillea millefolium L.; Б – Trifolium pratense L.

В третьем образце также собранном на территории Червенского района 
Минской области, летнего сбора, была обнаружена в основном пыльца 10 видов 
растений: Кипрей узколистный (Epilbium angustifolium L.), Клевер ползучий или 
клевер белый (Trifolium repens L.), Клевер луговой или клевер красный (Trifolium 
pratense L.), Полынь однолетняя (Artemisia annua L.), Люцерна посевная (Medicago 
sativa L.), Ветреница дубравная (Anemone nemorosa L.), Сон-трава или прострел 
раскрытый (Anemone patens L.), Лютик ползучий (Ranunculus repens L.), Чистотел 
большой (Chelidonium majus L.), Полынь обыкновенная (Artemisia vulgaris L.) 
(рисунок 4, на рисунке показана пыльца растений, не упомянутых ранее). 

Наиболее часто встречаемая была пыльца следующих растений: Epilbium 
angustifolium L., Trifolium repens L., которые являются прекрасными медоносами. 
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Меньше пыльцы на данной территории хорошего медоноса Люцерны посевной 
(M. sativa L.) и ряда нектароносов и слабых медоносов – Чистотела большого 
(C. majus L.), Полыни обыкновенной (A. vulgaris L.), а также раннецветущих 
растений – Ветреницы дубравной (A. nemorosa L.), Прострела раскрытого (A. pat-
ens L.), Лютика ползучего (R. repens L.).
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 Рисунок 4 – Пыльца основных медоносных и перганосных растений образца № 3 
(Червенский район Минской области, весенний сбор меда) (фото автора): 

А – Artemisia annua L.; Б – Artemisia vulgaris L.; В – Medicago sativa L.; Г –.Anemone 
nemorosa L.; Д – Anemone patens L.; Е – Ranunculus repens L.; Ж – Chelidonium majus L.

Figure 4 – Pollen of the main melliferous and perganiferous plants of sample № 3 
(Cherven district, Minsk region, spring honey collection) (photo of the author):  

А – Artemisia annua L.; Б – Artemisia vulgaris L.; В – Medicago sativa L.; Г –.Anemone 
nemorosa L.; Д – Anemone patens L.; Е – Ranunculus repens L.; Ж – Chelidonium majus L.

Образец меда № 4 осеннего сбора, приобретенный в магазине, также был по-
лучен промышленным путем на территории Дрибинского района Могилевской об-
ласти, в основной массе содержал пыльцу 4 видов растений: Клевер ползучий или 
клевер белый (Trifolium repens L.), Люцерна посевная (Medicago sativa L.), Василек 
синий или василек посевной (Centaurea cyanus L.), Акация белая или робиния 
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лжеакация (Robinia pseudoacacia L.) (рисунок 5, на рисунке показаны пыльца 
растений, не упомянутых ранее).

А Б 

 Рисунок 5 – Пыльца основных медоносных и перганосных растений образца № 4 
(Дрибинский район Могилевской области, осенний сбор меда) (фото автора):  

А – Centaurea cyanus L.; Б – Robinia pseudoacacia L.

Figure 5 – Pollen of the main melliferous and perganiferous plants of sample № 4 
(Dribinsky district of Mogilev region, autumn honey collection) (photo of the author):  

А – Centaurea cyanus L.; Б – Robinia pseudoacacia L.

Наиболее часто встречаемая была пыльца следующих растений: Robinia 
pseudoacacia L., Trifolium repens L., Medicago sativa L. Их средняя медопродуктив-
ность соответственно – 100–300 кг/га, 100 кг/га, 200–300 кг/га.

Образец меда № 5 летнего сбора, приобретенный в магазине «БелМед», был 
получен промышленным путем на территории Дрибинского района Могилевской 
области, в основной массе содержал пыльцу 10 видов растений: Кипрей узколист-
ный (Epilbium angustifolium L.), Люцерна посевная (Medicago sativa L.), Полынь 
обыкновенная (Artemisia vulgaris L.), Пастушья сумка обыкновенная (Capsella 
bursa-pastoris L.), Тысячелистник обыкновенный (Achillea millefolium L.), Клевер 
ползучий или клевер белый (Trifolium repens L.), Клевер луговой или клевер крас-
ный (Trifolium pratense L.), Рапс или кольза (Brassica napus L.), Горошек мышиный 
(Vicia cracca L.), Герань луговая или журавельник луговой (Geranium pretense L.) 
(рисунок 6, на рисунке показаны пыльца растений, не упомянутых ранее).
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 Рисунок 6 – Пыльца основных медоносных и перганосных растений образца № 5 
(Дрибинский район Могилевской области, весенний сбор меда) (фото автора):  

А – Brassica napus L.; Б – Vicia cracca L.; В – Geranium pretense L.

Figure 6 – Pollen of the main melliferous and perganiferous plants of sample № 5 
(Dribinsky district of Mogilev region, spring honey collection) (photo of the author):  

А – Brassica napus L.; Б – Vicia cracca L.; В – Geranium pretense L.
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Наиболее часто встречаемая была пыльца Brassica napus L., Geranium 
pretense L., которые являются посредственными медоносами, и пыльца хорошего 
медоноса Trifolium repens L. Рапсовый мед непригоден для зимовки пчел, широкое 
распространение этой сельскохозяйственной культуры за последние годы приво-
дит к массовой гибели диких и культурных пчел.

В образце меда № 6 осеннего сбора из Горецкого района Могилевской области 
с частной пасеки, была обнаружена в основном пыльца 7 видов растений: Бере-
за повислая (Betula pendula Roth.), Клевер луговой или клевер красный (Trifolium 
pratense L.), Полынь обыкновенная (Artemisia vulgaris L.), Герань луговая или жу-
равельник луговой (Geranium pretense L.), Чистотел большой (Chelidonium majus 
L.), Синяк пятнистый или румянка (Echium maculatum L.), Одуванчик лекарствен-
ный (Taraxacum officinale L.) (рисунок 7, на рисунке показаны пыльца растений, не 
упомянутых ранее).

  А   Б
Рисунок 7 – Пыльца основных медоносных и перганосных растений образца № 6 

(Горецкий район Могилевской области, осенний сбор меда) (фото автора):  
А – Echium maculatum L.; Б – Taraxacum officinale L.

Figure 7 – Pollen of the main melliferous and perganiferous plants of sample № 6 
(Gorky district of Mogilev region, autumn honey collection) (photo of the author):  

А – Echium maculatum L.; Б – Taraxacum officinale L.

Наиболее часто встречаемая была пыльца следующих растений: Taraxacum 
officinale L., который является хорошим пыльценосом, но не дает много меда, 
Geranium pretense L. – посредственный медонос, и Echium maculatum L. – ценный 
летний медонос, рекомендуется для высевания на припасечных участках. Медо-
продуктивность последнего 300–400 кг/га.

Наиболее часто в образцах белорусского меда встречалась пыльца трех видов 
растений-медоносов: Кипрей узколистный (E. angustifolium L.), Клевер ползучий 
или клевер белый (T. repens L.), Люцерна посевная (M. sativa L.), что указывает 
на необходимость увеличения количества и видового состава хороших медоносов 
(таблица 3). Повышение эффективности возделывания энтомофильных сельскохо-
зяйственных культур и насаждений важная задача для успешного развития пчело-
водства, которому необходима прочная медоносная база. 
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Таблица 3 – Палинологический состав меда из различных областей Республики 
Беларуси

№ 1 № 2 № 3 № 4 № 5 № 6
Акация белая или робиния лжеакация  
(Robinia pseudoacacia L.) +

Береза повислая (Betula pendula Roth.) + +
Василек синий или василек посевной  
(Centaurea cyanus L.) +

Ветреница дубравная (Anemone nemorosa L.) +
Герань луговая или журавельник луговой 
(Geranium pretense L.) + +

Горошек мышиный (Vicia cracca L.) +
Кипрей узколистный (Epilbium angustifolium L.) + + + +
Клевер луговой или клевер красный  
(Trifolium pratense L.) + + + +

Клевер ползучий или клевер белый  
(Trifolium repens L.) + + + + +

Клен остролистный или клен платановидный  
(Acer platanoides L.) +

Липа сердцевидная или липа мелколистная  
(Tilia cordata Mill.) +

Лютик ползучий (Ranunculus repens L.) +
Люцерна посевная (Medicago sativa L.) + + +
Одуванчик лекарственный (Taraxacum officinale L.) +
Пастушья сумка обыкновенная  
(Capsella bursa-pastoris L.) + +

Полынь обыкновенная (Artemisia vulgaris L.) + + +
Полынь однолетняя (Artemisia annua L.) +
Полынь полевая (Artemisia campestris L.) +
Рапс или кольза (Brassica napus L.) +
Синяк пятнистый или румянка  
(Echium maculatum L.) +

Сон-трава или прострел раскрытый  
(Anemone patens L.) +

Сосна обыкновенная (Pinus sylvestris L.) +
Тысячелистник обыкновенный  
(Achillea millefolium L.) + +

Чистотел большой (Chelidonium majus L.) + +

Заключение
Все исследуемые образцы меда разного ботанического происхождения, полу-

ченные на территории разных областей Республики Беларусь, отвечали требовани-
ям ГОСТ 19792-2017 «Мед натуральный».

Анализ органолептических параметров и палинологический анализ показал, 
что все исследуемые меда соответствуют Ветеринарным правилам проведения ве-
теринарно-санитарной экспертизы меда от 3 марта 2008 г. № 15 (об утверждении 
ветеринарных правил проведения ветеринарно-санитарной экспертизы – в ред. по-
становления Минсельхозпрода от 03.11.2010 №70 и ГОСТ 31769-2012 «Мед. Ме-
тод определения частоты встречаемости пыльцевых зерен»).

Лабораторные исследования по определению фальсификации меда на выявле-
ние примесей показали в образцах №№ 2, 3, 4, 5, приобретенных в магазине «Пче-
ловодство», присутствие в них мела, что снижает качество продукта.
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Палинологическое изучение медов показало, что пчелы одновременно работа-
ют на многих медоносах, основными являются от 3 до 10 видов – во всех образцах 
мед полифлерный. Районы сбора богаты медоносными растениями.

Основными медоносами по результатам палинологических исследований на 
территории Республики Беларусь являются растения трех видов: Кипрей узколист-
ный (E. angustifolium L.), Клевер ползучий или клевер белый (T. repens L.), Люцер-
на посевная (M. sativa L.), что указывает на необходимость увеличения количества 
и видового состава хороших медоносов. 

Повышение эффективности возделывания энтомофильных сельскохозяйствен-
ных культур и насаждений важная задача для успешного развития пчеловодства, 
которому необходима прочная медоносная база.

Рекомендуется для высевания на припасечных участках Echium maculatum L., 
Trifolium repens L., Medicago sativa L., которые являются одними из лучших медо-
носов.  
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three regions of the Republic of Belarus. The organoleptic evaluation of honey and the assessment 
for the presence of impurities in the studied samples of honey have been carried out to reveal the 
quality of honey, the palynological composition of honey has also been determined. The main 
melliferous, nectar-bearing and perganiferous plants have been identified by the presence of 
pollen in samples from various regions of the Republic of Belarus.

Keywords: bee products, honey, pollen, palynological composition, polyfloral honey, mono-
floral honey, perganiferous plants, honey plants.

mailto:chealval@gmail.com
mailto:nadya.strigelskaya@mail.ru
mailto:nadya.strigelskaya@mail.ru


матэматыка, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ                65

УДК 616-092+612.111+616.152.11+612.57

Морфологические изменения эритроцитов  
при инкубации крови в условиях 

физиологической и повышенной температуры

А. Н. Осипенко
старший преподаватель кафедры естествознания
Могилевский государственный университет имени А. А. Кулешова

Д. Ю. Пабоко
cтудент
Могилевский государственный университет имени А. А. Кулешова

А. В. Пикаревич
студент
Могилевский государственный университет имени А. А. Кулешова

А. А. Казанкова
студент
Могилевский государственный университет имени А. А. Кулешова

Е. С. Тимофеюк 
заведующая лабораторией
Могилевский областной диспансер спортивной медицины

В работе представлены экспериментальные данные об изменении морфологии эри-
троцитов образцов крови, подвергавшихся инкубации при температуре 37 °С и 42 °С. Ин-
кубация крови при физиологической температуре тела привела к уменьшению диаметра 
эритроцитов, в то время как инкубация при повышенной температуре сопровождалась 
увеличением среднего диаметра эритроцитов. При этом инкубация цельной крови и при 
одном и при другом температурном режиме привела к увеличению количества эритроци-
тов с многочисленными выступами мембраны.

Ключевые слова: кровь, эритроциты, ацидоз, гипертермия, окислительный стресс.

Введение
Изменения морфологии эритроцитов оказывают заметное влияние на реологи-

ческие и газотранспортные свойства этих клеток, а также на продолжительность 
их нахождения в кровотоке. Причиной изменения морфологических характери-
стик эритроцитов может являться ацидоз, который относится к числу наиболее 
частых нарушений гомеостаза и возникает при широком круге различных заболе-
ваний (ишемическая болезнь сердца, тяжелые состояния, дыхательная недостаточ-
ность, нарушение функций почек, сахарный диабет и многих других). Ацидоз яв-
ляется распространенным следствием тканевой гипоксии, при которой снижение 
рН крови вызвано, главным образом, повышенным образованием и пониженным 
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окислением лактата. Сдвиг рН за счет гликолитического образования лактата про-
исходит также при хранении цельной крови. При этом в обоих случаях отмечается 
потеря эластичности эритроцитарными мембранами и снижение деформируемо-
сти эритроцитов. Подобные изменения могут негативно сказываться на процессах 
микроциркуляции и повышают риск тромбообразования [1–6]. Вместе с тем вли-
яние ацидоза на морфофункциональное состояние эритроцитов остается недоста-
точно изученным. В научной литературе встречаются в основном разрозненные и 
зачастую противоречивые данные о влиянии пониженных значений pH крови на 
размер и форму эритроцитов [7–10].

Значительное количество патологических состояний также связано с формиро-
ванием гипертермии, развитие которой обусловлено действием высокой внешней 
температуры, а также избыточным теплообразованием и / или недостаточной те-
плоотдачей в организме, что, в частности, наблюдается при развитии лихорадки. 
Согласно литературным данным [11, 12] действие повышенной температуры вы-
зывает изменение свойств эритроцитарных мембран и ухудшение реологических 
свойств эритроцитов. В этой связи изучение влияния повышенной температуры 
на морфологические свойства эритроцитов также представляется важным. Кроме 
того, данные, касающиеся вопроса изменения морфологии эритроцитов, при дей-
ствии на эти клетки повышенной температуры также носят отрывочный характер. 

Результаты анализа эритроцитов в крови пациентов с теми или иными патоло-
гическими состояниями зачастую дают противоречивые результаты. В частности, 
это связано с тем, что при различных патологиях на эритроцит действуют несколь-
ко патогенетических факторов. От того, какой фактор будет иметь первостепенное 
значение, зависит то, каким морфофункциональным и структурным изменениям 
будет подвергаться эритроцит. Поэтому, для того чтобы выявить влияние конкрет-
ного патогенетического фактора на клетки крови, ее изолированно от организма 
подвергают тому или иному воздействию.

Целью данной работы было установление характера влияния пониженных зна-
чений рН плазмы крови на морфологию эритроцитов, а также выявление морфоло-
гических изменений эритроцитов, подвергшихся действию повышенной темпера-
туры. Для достижения поставленной цели анализировались изменения морфологии 
эритроцитов после их инкубации при физиологической и повышенной температуре.

Основная часть
Методы и материалы. Эксперимент заключался в исследовании действия 

ацидоза и температуры выше физиологической на эритроциты изолированных 
образцов крови. Для этого на базе Учреждения здравоохранения «Могилевский 
областной диспансер спортивной медицины» были взяты образцы цельной крови 
здоровых мужчин в возрасте 18 лет. Кровь забиралась из локтевой вены утром на-
тощак. Пробы крови отбирали в пластиковые пробирки с притертой крышкой. Для 
предотвращения свертывания крови в пробирки добавлялся антикоагулянт. В ка-
честве антикоагулянта использовали гепарин с активностью 10 единиц на 1 см3 
крови. Дальнейшее исследование проводилось на базе Центральной учебно-иссле-
довательской лаборатории Учреждения образования «Могилевский государствен-
ный университет имени А. А. Кулешова».

Образцы цельной крови четырех здоровых доноров в двойной повторности 
(n=8) подвергались инкубации в термостате при температуре 37 °С в течение 3 и 6 
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часов с целью развития в крови метаболического ацидоза. Для этого изолирован-
ные образцы цельной крови помещались в находившийся в термостате химиче-
ский стакан с водой, температура которой контролировалась при помощи ртутного 
термометра. Показатель pH крови, не подвергавшейся и подвергавшейся инкуба-
ции, определялся при помощи pH-метра «рН-150М» (Гомельский ЗИП, Беларусь) 
с универсальным измерительным электродом.

Для оценки влияния повышенной температуры на эритроциты изолированные 
образцы цельной крови четырех здоровых доноров в двойной повторности (n = 8) 
подвергались инкубации при температуре 42 °С в течение 3 часов. В обоих экспе-
риментах в одном из параллельных опытов производилось фиксация этанолом и 
окрашивание эритроцитов по Романовскому, а в другом – анализировались неокра-
шенные эритроциты.

Кроме этого, для оценки влияния действия активных форм кислорода на мор-
фологию эритроцитов три образца цельной крови с различным содержанием пе-
рекиси водорода (0,2 мг; 0,4 мг и 2 мг H2O2 в 1 см3 крови) в двойной повторности 
подвергались инкубации в течение 3 часов при температуре 37 °С.

Далее проводилось сравнение эритроцитов из образцов крови, не подвергав-
шихся инкубации, и эритроцитов из соответствующих образцов крови, содержав-
шихся в инкубационной среде. В частности, измерялся и сравнивался средний 
диаметр эритроцитов, характеризовалась форма красных клеток крови, а также 
интенсивность окраски эритроцитов. Для этого готовились препараты мазков кро-
ви. После чего красные клетки крови подвергались анализу с помощью метода 
световой микроскопии. Для исследования эритроцитов в мазках крови исполь-
зовался микроскоп Axio Imager A1 (Carl Zeiss, Германия), оснащенный окуляром 
Plan-Neofluar 100х1.3 Oil (Carl Zeiss, Германия) и предназначенный для микроско-
пирования в светлом поле. Фотографии содержащих эритроциты микропрепаратов 
крови получали с помощью видеокамеры «AxioCam MrC5» (Carl Zeiss, Германия), 
которой был оснащен микроскоп. Подсчет размеров эритроцитов производился 
при помощи поставляемого с микроскопом программного обеспечения «AxioVs40 
V 4.5.0.0» (Carl Zeiss, Германия). В мазке крови, содержавшем монослой эритроци-
тов, анализировались краевые эритроциты, которые не подвергались деформирую-
щему воздействию со стороны соседних клеток. Толстые мазки не использовались, 
так как в них морфология клеток была плохо различима. 

В случае инкубации при 37 °С в каждом анализируемом образце крови при 
каждой повторности измерялся диаметр 100 эритроцитов. В случае инкубации при 
42 °С в каждом анализируемом образце крови при каждой повторности измерялся 
диаметр 50 эритроцитов. Также определялся процент клеток с измененной фор-
мой.

Полученные значения представлены с использованием медианы (Ме) и ин-
терквартильного размаха в формате Ме [LQ;UQ], где LQ – нижний квартиль, UQ – 
верхний квартиль медианы, а также в виде средних значений и значений величины 
доверительного интервала. Оценка значимости различий между двумя связанны-
ми выборками проводилась с использованием критерия Уилкоксона. Различия счи-
талась достоверными при p < 0,05 [13].

Результаты и их обсуждения. Во всех образцах крови, подвергнувшихся ин-
кубации при температуре 37 °C в течение 3 часов, отмечалось снижение среднего 
диаметра эритроцитов. Если до инкубации средний диаметр эритроцитов состав-
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лял 7,32 [7,31; 7,43] мкм, то после инкубации он составил 7,13 [7,11; 7,17] мкм 
(p<0,05). Инкубация в течение 6 часов при физиологической температуре привела 
еще большему снижению среднего диаметра эритроцитов до 6,79 [6,68; 6,83] мкм 
(p<0,05). При этом значение pH плазмы крови в инкубируемых образцах крови 
снизилось с 7,37 [7,37; 7,38] до 7,32 [7,31; 7,33] после трех часов инкубации, а 
через 6 часов составило 7,22 [7,16; 7,24]. Таким образом, параллельно нарастанию 
ацидоза в крови отмечалось уменьшение среднего диаметра эритроцитов.

По полученным ранее данным [14], инкубация образцов цельной крови при 
температуре 37 °С сопровождается снижением количества доли жирных кислот в 
общей сумме жирных кислот и жирных альдегидов. Данное сокращение, учиты-
вая, что эритроциты не способны к синтезу липидов, а также очень ограничено 
обмениваются липидами с липопротеинами крови, является следствием усиления 
воздействия кальцийзависимых фосфолипаз на липидный бислой мембран эри-
троцитов. При этом повышается гидролиз мембранных диацилглицерофосфоли-
пидов. Установлено, что рост фосфолиполиза отмечается на фоне ишемии тканей 
и сопутствующем ацидозе [15, 16]. Кроме того, при хранении крови, на фоне ряда 
патологий, а также у старых клеток, отмечается потеря эритроцитами мембранно-
го вещества [5, 6].

Таким образом, можно сделать вывод, что наблюдаемое уменьшение среднего 
диаметра эритроцитов происходит в результате сокращения площади эритроци-
тарных мембран, обусловленной утратой мембранами вещества, в частности, по 
причине повышенной деградации мембранных фосфолипидов.

Инкубация образцов цельной крови при температуре 42 °C приводила к про-
тивоположному изменению среднего диаметра эритроцитов. Во всех образцах 
крови, подвергавшихся трехчасовой инкубации при повышенной температуре, 
произошло увеличение этого параметра. Так, если у эритроцитов из крови, не под-
вергавшейся инкубации, средний диаметр составил 7,37 [7,28; 7,41] мкм, то у эри-
троцитов из крови три часа находившейся при температуре 42 °С средний диаметр 
составил 7,52 [7,44; 7,56] мкм (p < 0,05).

По полученным ранее данным [17], инкубация образцов цельной крови при 
42 °С также сопровождается снижением доли жирных кислот в общей сумме жир-
ных кислот и жирных альдегидов, при этом отмечается существенное снижение 
доли полиненасыщенных жирных кислот. Следовательно, можно сделать вывод, 
что эритроциты из образцов крови, инкубировавшейся при повышенной темпера-
туре, также утратили некоторое количество мембранного вещества. Тем не менее, 
несмотря на данный факт, произошло увеличение их среднего диаметра. Наиболее 
вероятной причиной наблюдаемого увеличения среднего диаметра эритроцитов 
при сокращении мембранного вещества является изменение гидратации этих кле-
ток, которое связано с нарушением проницаемости эритроцитарных мембран для 
воды и ионов. Например, гипергидратация эритроцитов связана с увеличением в 
этих клетках Na+, которое не компенсируется снижением внутриклеточного K+, что 
приводит к повышению содержания в этих клетках воды и увеличению объема 
эритроцитов без соответствующего увеличения площади поверхности мембраны. 
Гипогидратация эритроцитов происходит при потере ими цитоплазматическо-
го K+, что сопровождается снижением содержания воды внутри клетки [18, 19]. 
Учитывая форму эритроцита в виде двояковогнутого диска, а также сообщения 
об увеличении размера эритроцитов как при гипергидратации этих клеток, так и 
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при их гипогидратации [19], нельзя однозначно сказать с каким именно нарушени-
ем гидратации может быть связано установленное увеличение среднего диаметра 
эритроцитов.

Инкубация крови с перекисью водорода в расчете 2 мг перекиси на 1 мл кро-
ви также сопровождалась некоторым увеличением среднего размера эритроцитов 
(с 7,28±0,12 мкм до 7,36±0,16 в одной повторности, и с 7,14±0,21 до 7,76±0,13 во 
второй) как и при инкубации при 42 °С, в то время как при инкубации крови с 
перекисью водорода в расчете 0,2 мг перекиси на 1 мл крови, как и в случае ин-
кубации цельной крови при физиологической температуре, отмечалось некоторое 
снижение среднего диаметра эритроцитов (с 7,14±0,16 до 7,06±0,21 и с 7,54±0,17 
до 7,44±0,17).

Следует отметить, что эритроциты обладают мощной антиоксидантной систе-
мой [20, 21], таким образом, они способны нейтрализовать действие небольших 
количеств перекиси водорода. Наличие такой антиоксидантной системы связано 
с постоянной продукцией в эритроцитах активных форм кислорода в результате 
неферментативного окисления гемоглобина в метгемоглобин. При этом c участи-
ем супероксиддисмутазы в эритроцитах происходит образование перекиси водо-
рода [22].

Можно предположить, что рост среднего диаметра эритроцитов при инкубации 
при 42 °С или инкубации с высоким содержанием перекиси водорода при 37 °С мо-
жет быть связан с денатурирующим действием температуры и перекиси на белки.

Инкубация образцов цельной крови при 37 °С сопровождалась увеличением 
количества деформированных эритроцитов с многочисленными выступами мем-
бран, по описанию соответствующих эхиноцитам. Если в образцах цельной крови, 
не подвергавшейся инкубации, количество таких клеток составляло 3 [2; 3] % от 
общего числа, то после трех часов инкубации при 37 °С их количество составляло 
21 [19; 24] %, а после 6 часов инкубации – 86 [84; 87] % (рисунок).

Эритроциты крови, не подвергавшейся инкубации (а),  
эритроциты крови 3 часа инкубировавшейся при 37 °С (b),  

эритроциты крови инкубировавшейся 6 часов при температуре 37 °С (c)

Увеличение количества эритроцитов, подвергшихся такой эхиноцитарной 
трансформации, наблюдалось и при инкубации при 42 °С. Так, в контрольных об-
разцах цельной крови имелось всего 3 [0; 9] % таких клеток, тогда как в образцах 
3 часа находившихся при температуре 42 °С насчитывалось 19 [11; 27] % эритро-
цитов с многочисленными выступами мембраны. Тем не менее нельзя сделать вы-
вод, что эритроциты подверглись трансформации в результате действия повышен-
ной температуры, так как в образцах плазмы крови, инкубировавшихся при 42 °С, 
также развивался ацидоз (pH 7,24 [7,21; 7,26]).
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После инкубации изолированных образцов крови при 42 °C отмечались еди-
ничные эритроциты с меньшей оптической плотностью, что свидетельствует о 
потере такими эритроцитами гемоглобина. Следует также отметить, что следов ге-
молиза во всех анализируемых образцах крови (как не подвергавшихся инкубации, 
так и подвергавшихся) выявлено не было.

Заключение
После 3 часов инкубации цельной крови при температуре 37 °С происходило 

снижение рН плазмы крови, уменьшение среднего размера эритроцитов, рост числа 
эритроцитов с многочисленными выступами мембраны. После 6 часов инкубации 
цельной крови при температуре 37 °С в сравнении с инкубацией в течение 3 ча-
сов при той же температуре происходило заметно более выраженное снижение рН 
плазмы крови, более заметное уменьшение среднего диаметра эритроцитов и на-
много более значительное увеличение числа деформированных эритроцитов. Таким 
образом, увеличение степени ацидоза в крови сопровождается возрастающими из-
менениями морфологии эритроцитов. После 3 часов инкубации цельной крови при 
температуре 42 °С отмечалось увеличение  среднего диаметра эритроцитов, а также 
увеличение количества эритроцитов с многочисленными выступами мембраны.
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Osipenko А. N., Paboko D. Yu., Pikarevich А. V., Kazankova А. A., Timofeyuk Е. S. 
MORPHOLOGICAL CHANGES IN ERYTHROCYTES DURING BLOOD 
INCUBATION AT PHYSIOLOGICAL AND HIGH TEMPERATURE

The article presents experimental data on the changes in erythrocyte morphology in blood 
samples subjected to incubation at 37 °C and 42 °C. The incubation of blood at physiological 
body temperature causes a decrease in erythrocyte diameter, while the incubation at higher 
temperature results in an increase in the average erythrocyte diameter. At the same time, the 
incubation of whole blood under both temperature conditions results in an increase in the number 
of erythrocytes with numerous membrane protrusions.
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